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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es matrixwertige Algebrodifferentialgleichungen vom Riccati-Typ

~B7 (1) (AT (1) X (1))

/

B(t)=BT () XT(t)C (t) + CT (t) X (t) B (t)

—BTWXT()R()X ) B({t)+W (t) (0-1)

auf ihre numerische Behandelbarkeit zu untersuchen. Dazu wird der Begriff des reguléren
Traktabilitdtsindexes so erweitert, dass auch diese Gleichungen charakterisiert werden kénnen.
Die erste bekannte Analyse einer Riccati-Differentialgleichung

y = 2% +y? (0.2)

wurde von Johann Bernoulli in einer Arbeit in der Acta Eruditorum vom
November 1694 publiziert [Heu95|. Erst 1702 konnte sein &lterer Bruder,
Jakob Bernoulli, die Losung dieser Gleichung mittels Reihen angeben.
Benannt wurde die Riccatische Differentialgleichung nach dem italieni-
schen Grafen Jacopo Francesco Riccati (1676 - 1754). Er veroffentlichte
1724 einen Artikel in der Acta Eruditorum, in dem er die Rekonstruktion
einer planaren Kurve mit Hilfe ihrer Kriimmungseigenschaften erdrterte
[Zel00]. Riccati leitete daraus eine Verallgemeinerung von (0.2)

J. F. Riccati

d
bd—i = at® + 2 (0.3)

her, konnte sie jedoch nicht losen.

Joseph Liouville ver6ffentlichte 1841 einen Artikel, in dem er einen Beweis lieferte, dass
die Gleichung (0.3), von Spezialfillen abgesehen, nicht durch Quadraturen 16sbar ist!. Spiter
wurden nicht nur Gleichungen vom Typ (0.3) als Riccati Gleichungen bezeichnet, sondern auch
alle anderen Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen mit quadratischer rechter Seite.

Fiir das Losen von linearen Systemen reguldrer gewohnlicher Differentialgleichungen haben
sich in der Vergangenheit Verfahren etabliert, die zum Teil auf das Losen von nichtlinearen,
reguléren Differentialgleichungen fithren. Dazu gehoren neben der Riccati-Methode auch die
Methoden von Abramov, Bakhvalov oder Godunov (vgl. dazu die Ausfithrungen in [AMRSS],
[vL87] und [Pet98|). Ein Grund fiir die Anwendung solcher Verfahren ist, neben den oft bes-
seren Stabilitdtseigenschaften, die meist einfachere numerische Losbarkeit der resultierenden,
nichtlinearen Gleichung. Allerdings muss beim Ubergang von linearen zu nichtlinearen Glei-
chungen auf die Losbarkeit der transformierten Gleichung geachtet werden. Diese kann im
Allgemeinen nicht auf dem gesamten Intervall gesichert werden. Hinzu kommen bei matrix-
wertigen Gleichungen die Auswirkungen auf Rechenzeit und Speicherplatz bereits bei leichter
Erhshung der Dimensionen [Pet98].

Algebrodifferentialgleichungen (DAEs - engl. Differential Algebraic Equations) sind Glei-
chungen vom Typ

(@ (t),z(t),t) =0.

'D. h. ihre Losung lisst sich nicht durch endlich viele hintereinander ausgefiihrte Integrationen finden [BS87].




EINLEITUNG

Sie lassen sich, im Gegensatz zu reguldren gewOhnlichen Differentialgleichungen, nirgendwo
nach z/ auflésen, da sie zusitzlich algebraische Gleichungen enthalten. Daher ldsst sich auf
DAEs die Standardtheorie fiir reguldre gewohnliche Differentialgleichungen nicht anwenden.

Algebrodifferentialgleichungen treten in einer Vielzahl von Problemstellungen auf. Darunter
findet man neben der Simulation elektrischer Netzwerke und der Modellierung von techni-
schen und natiirlichen Prozessen, auch optimale Steuerungsprobleme, die auf Euler-Lagrange-
Gleichungen fithren. Seit den 80er Jahren wird daher an einer Theorie fiir Algebrodifferenti-
algleichungen gearbeitet.

In [BMO02] wird fiir lineare DAESs eine neue Formulierung, die so genannte propere Formulie-
rung, vorgestellt. Lineare Algebrodifferentialgleichungen lassen sich nun als Gleichungen der
Form

A (D(®)z (1) +B )z (t) =q(t)

schreiben. Dabei werden die Koeffizienten so gewé#hlt, dass A und D in einem gewissen Sinne
gut zusammenpassen. An D lisst sich nun genau ablesen, von welchen Komponenten die
Ableitungen tatsdchlich benétigt werden. Des Weiteren hat die adjungierte Gleichung nun
dieselbe Form wie die DAE selbst. Diese Formulierung wird in [HMO00] und [Mé&rOlc| auf
quasilineare und nichtlineare Algebrodifferentialgleichungen erweitert. Fiir Gleichungen mit
quadratischem Gg = AD wurde der Begriff des reguldren Traktabilitdtsindexes entwickelt.
Er kennzeichnet den Schwierigkeitsgrad der numerischen Behandelbarkeit (engl. tractability)
von linearen und nichtlinearen, proper formulierten Algebrodifferentialgleichungen. In [BMO02]
wurden erstmals DAEs mit stetigen Koeffizienten und Traktabilitdtsindex 1 und 2 eingefiihrt
und analysiert.

Parallel zur Entwicklung der Theorie von DAEs beginnt die Untersuchung von Optimal-
steuerungsproblemen mit gesteuerten DAEs (z. B. in [Kur93|). In [BKMO03| werden fiir ge-
steuerte Algebrodifferentialgleichungen

A(t) (B2 @) =C Bz (t)+ DE)ult)
mit dem Kostenfunktional

J (u,x) == % (x(T),Va(T))

+1/T e (W@ SO (20 ,

2Jo \\u(®)) \ST(t) R()) \u(®)

Bedingungen hergeleitet, die fiir reguléiren Traktabilitdtsindex 1 der zugehdrigen Optimalitéts-
DAE

A(t)(B(t)w(t))'l C (1) 0 D@\ [z(@)
~BT ) (AT () @) | = W@ CT@) SE) | |v() (0.4)
0 STty DT () R(@)) \u(t)

hinreichend und notwendig sind. Zusétzlich wurde fiir singulédre, proper formulierte, lineare
DAEs erstmals ein Indexbegriff definiert - der singulédre Traktabilitdtsindex.

Bei Anwendung der Riccati-Transformation auf (0.4) erhilt man eine Gleichung der Form
(0.1). Fir A = B = I ist X symmetrisch und (0.1) hat die Form einer matrixwertigen,
expliziten, gewShnlichen Differentialgleichung vom Riccati-Typ

X=Xt CH)+CT )Xt —Xt)R(@) X (t)+ W (t)



EINLEITUNG

wie sie zum Beispiel in [Rei72] behandelt wird.

Es stellt sich nun die Frage, inwiefern sich die Riccati-Transformation zum Losen von
Optimalitéts-DAEs eignet und damit ob die Vorteile dieser Methode auch hier zum Tragen
kommen. Dazu werden MR-DAESs betrachtet, die aus Optimalitéts-DAEs mittels der Riccati-
Transformation entstehen.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass die resultierende matrixwertige Riccati-Typ Algebro-
differentialgleichung (MR-DAE) im Allgemeinen nicht regulér ist. Aus diesem Grund wird
der bestehende Begriff des Traktabilitdtsindexes so erweitert, dass auch diese Gleichungen
charakterisiert werden kénnen. Wie beim reguldren Traktabilitdtsindex geschehen [Mar02al,
wird der Index nichtlinearer Gleichungen auch hier {iber ihre Linearisierung definiert. Es wird
gezeigt, wie dieses Vorgehen das Konzept des Traktabilitdtsindexes fiir allgemeine regulare
DAEs [Mér01c|, [Mar02a] und fiir singuldre lineare DAEs [BKMO3] sachgeméf auf weitere
singuldre DAEs erweitert. Die Definition und die anschlieffende Untersuchung konzentrieren
sich auf den singuldren Traktabilitdtsindex einer speziellen Form quasilinearer DAEs, zu denen
die MR-DAESs gehoren. Es wird gezeigt, dass die Losbarkeitsaussagen des reguldren Traktabi-
litdtsindexes nicht auf DAEs mit singuldrem Traktabilitdtsindex {ibertragen werden konnen.
An verschiedenen Beispielen wird diese Problematik erldutert.

In der vorliegenden Arbeit werden die Optimalitdts-DAE und die resultierende MR-DAE
auf propere Formulierung und Traktabilitdtsindex gepriift. Es sollen Bedingungen fiir die Aus-
gangsgleichung gefunden werden, die eine gute numerische Behandelbarkeit der MR-DAE si-
cherstellen. Als erster und wichtiger Schritt in diese Richtung, konnten fiir MR-DAEs, die
aus Optimalsteuerungsproblemen mit gesteuerten, semi-expliziten DAEs mit reguldrem Trak-
tabilitdtsindex 1 hergeleitet wurden, Bedingungen aufgestellt werden, die singuldren Trak-
tabilitdtsindex 1 sicherstellen. Schliefslich wird ein Ansatz skizziert, wie durch Entfernen von
Gleichungen und Aufstellen von Konsistenzbedingungen eine reguldre DAE mit Traktabilitdts-
index 1 aus der MR-DAE herausgefiltert werden kénnte, die dieselbe Losungsmenge besitzt,
wie die urspriingliche MR-DAE.

Bei der Anwendung der Riccati-Transformation zum Lésen von Optimalitdts-DAEs kon-
nen die Losbarkeitseigenschaften nicht auf die resultierende Gleichung {ibertragen werden. In
[KM97] werden an einem Beispiel einige Schwierigkeiten erldutert, die beim Losen von Riccati-
transformierten DAEs auftreten. Wahrend die Optimalitdts-DAE reguldren Traktabilitdtsin-
dex 1 aufweist, und damit eindeutig 16sbar ist, ist die zugehérige MR-DAE im Allgemeinen
nicht oder nicht eindeutig l6sbar.

Der praktische Teil dieser Diplomarbeit befasst sich mit der Erarbeitung und Implementie-
rung eines Algorithmuses zur Bestimmung des reguléren und singuléren Traktabilitétsindexes
0 < <1 linearer DAEs. Es wird eine Bedingung hergeleitet, die die Konstruktion der Pro-
jektoren fiir singulire DAEs ermdglicht. Als Grundlage fiir die Implementierung dienen die
von R. Lamour entwickelten Programme zur Bestimmung des regulidren Traktabilitdtsindexes
[LamO1].

Das 1. Kapitel dieser Arbeit beschiftigt sich mit einer Einfithrung in die Theorie von
Algebrodifferentialgleichungen. Grundlegende Begriffe und Bezeichnungen und das Konzept
des Traktabilitdtsindexes werden vorgestellt. Die Definition des singuldren Traktabilitétsin-
dexes wird auf eine spezielle Form quasilinearer DAEs erweitert. Es wird gezeigt, wie dieser
neue Indexbegriff das bestehende Konzept konsequent ergénzt. Anhand von Beispielen werden
schlieflich die unterschiedlichen Eigenschaften von DAEs mit singuldrem und regulrem Index
demonstriert. Anschlieffend erfolgt in Kapitel 2 die Untersuchung und Riccati-Transformation
der aus Optimalsteuerungsproblemen mit gesteuerten, linearen Algebrodifferentialgleichun-
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gen entstandenen Optimalitdts-DAEs. Die Eigenschaften der daraus resultierenden MR-DAE
werden in Kapitel 3 analysiert. Im 4. Kapitel werden die mit Optimalsteuerungsproblemen
mit gesteuerten, semi-expliziten DAEs assoziierten MR-DAEs betrachtet. Konkrete Beispiele
verdeutlichen die Problematik des Ldsens von matrixwertigen Riccati-Typ DAEs. Zusétzliche
Bedingungen fiir diese Probleme, die singuldren Traktabilitdtsindex 1 der MR-DAEs sicher-
stellen, werden vorgeschlagen.

Die Konstruktion der Projektoren zur Indexbestimmung wird im 5. Kapitel dieser Arbeit
hergeleitet. An einem Beispiel wird die Funktionsweise des Indextesters demonstriert. In An-
hang B sind die entsprechenden Programmcodes aufgefiihrt. Fiir die Anwendung des Pro-
gramms befinden sich alle notwendigen Dateien auf dem Datentréger, der dieser Diplomarbeit
beiliegt.

An dieser Stelle méchte ich mich bei allen bedanken, die mich wihrend meiner Diplom-
arbeitsphase unterstiitzt haben. Insbesondere danke ich Frau Prof. R. Marz fiir ihre stets
freundlichen und konstruktiven Hinweise, sowie die kldrenden Diskussionen. Herrn Dr. R. La-
mour bin ich besonders fiir seine Unterstiitzung bei der Implementierung in MatLab dankbar.



Bezeichnungen

Die Theorie von Algebrodifferentialgleichungen wird so eingefiihrt, dass die Notation mit den
entsprechenden, bereits erschienenen Arbeiten korrespondiert. Um in den folgenden Kapiteln
Verwechslungen mit den Koeffizienten der Optimalitdts-DAE zu vermeiden, kénnen die Koef-
fizienten der DAE nicht wie iiblich mit A und D bezeichnet werden. Hier wird die Notation
Ap und Dg gewihlt. Die Koeffizienten der Optimalitits-DAE werden so bezeichnet, wie sie in
[BKMO3] eingefithrt wurden.

Des Weiteren wird fiir die Bezeichnung von Matrixfunktionen eine verkiirzte Schreibwei-
se gewahlt. Es sei A : R — L(R™,R") eine Matrixfunktion mit ¢ — A (¢). Anstelle der
mathematisch korrekten Bezeichnung A (t) € L (R™,R") steht oft A € L (R™,R").

Weitere, in dieser Arbeit verwendete Bezeichnungen sind im Folgenden aufgelistet.

Abkiirzungen
AWA Anfangswertaufgabe
RWA Randwertaufgabe
DAE Differential Algebraic Equation (engl. fiir Algebrodifferentialgleichung)
MR-DAE Matrix-Riccati-Algebrodifferentialgleichung
SVD Singular-Value Decomposition (engl. fiir Singuldrwertzerlegung)
0.B.d.A. ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
vgl. vergleiche
S. a. siehe auch
u. a. unter anderen
z. B. zum Beispiel
bzw. beziehungsweise
d. h. das heifét
wg. wegen
engl. englisch
S. Seite
f. folgende [Seite]
ff. folgende [Seiten]

Allgemeine Symbole

3 “es existiert”
i “fiir alle”
1, firi=j
ij = o
0 ,fliri#j.
€ No Traktabilitdtsindex
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Spezielle Mengen und Riume, Operationen

ZmCcoins

Ny

N="

Rn

]R>O

L(R™ R")
L(R™)

C(Z,R")
CH(IZ,R"),k>1
01170 (Z,R™)

Mo (1)

N;, S,
D,
imA
ker A
dimV
‘/l
<>

1 € Ng

leere Menge

echte Teilmenge oder Gleichheit

Schnittmenge

Vereinigungsmenge

Element von

Menge der natiirlichen Zahlen

=Nu{0}

={m € N|m <n}

Raum der n-dimensionalen Spaltenvektoren, n € N,n > 1
={zeR|z>0}

Raum der linearen Abbildungen aus R" in den R"
Raum der linearen Abbildungen aus R"™ in den R"

Raum der stetigen Funktionen f:7Z — R"

Raum der k-mal stetig-differenzierbaren Funktionen f:7Z — R”
={x € C(Z,R")| Doz € C*(Z,R")}

Mannigfaltigkeit, die durch die Nebenbedingungen der DAE be-
stimmt wird (1.2)

Unterrdume der Matrixkette, vgl. Seite 11

Direkte Summe und Differenz, vgl. Abschnitt A.1
={zeR"FweR": Aw =z}

= {z € R™|Az = 0}

Dimension des Raumes V'

orthogonales Komplement zum Raum V

Skalarprodukt

Spezielle Matrizen, Operationen auf bzw. zwischen Matrizen

[4T
A-
At

A = [aij] 1<i<n
155<m

A = diag(ay,...,ay)

rg A

vec A

1,1,

annyonxk

Gi,B;, 1€ Ny
Q;,Pi,R, i€Ny
P (m,n)

®

f/

[f], bzw. fo

transponierte Matrix von A

reflexive Inverse der Matrix A

Moore-Penrose-Inverse der Matrix A

€ L(R™,R"), n x m Matrix mit den Eintrégen a;; an der Stelle

0]
al 0
= ( ) € L (R") Diagonalmatrix

0 an

Rang der Matrix A

vektorisierte Form der Matrix A, sieche auch Anhang A
Einheitsmatrix (im L (R"))

Null (—Vektor im R"™ bzw. -matrix in L (IRk, ]R"))
Matrizen der Matrixkette, vgl. Seite 11

Projektoren der Matrixkette, vgl. Seite 11
Permutationsmatrix (vgl. Anhang A)

Kronecker Produkt, Matrixoperation vgl. Anhang A ab Seite 82
Ableitung von f nach t

Ableitung der Funktion f nach x

Maximum-Norm im R"



1 Traktabilitatsindex von reguliaren und singuliren
Algebrodifferentialgleichungen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Bezeichnungen und Definitionen zur Theorie von
Algebrodifferentialgleichungen (DAEs - engl. Differential-Algebraic Equations) zusammenge-
stellt. Die Definitionen der properen Formulierung und des singuléren Traktabilitdtsindexes
fiir lineare DAEs werden zitiert.

Eine Erweiterung dieses Indexbegriffes auf eine spezielle Form quasilinearer DAEs wird im
zweiten Teil dieses Kapitels vorgestellt. Es wird erldutert, inwieweit dieser Begriff des Trak-
tabilitdtsindexes das bestehende Konzept ergdnzt. Im Anschluss betrachten wir verschiedene
einfache Beispiele an denen erliutert wird, welche Schwierigkeiten bei der Behandlung von
singuléren DAEs - im Vergleich zu reguldren DAEs - auftreten.

Quasilineare Algebrodifferentialgleichungen werden in [HMO0] als Gleichungen der Form

Az (t),t) (D) x (1) +b(z(t),t) =0

eingefiihrt. Dabei sind A (¢t) € L(R",R™), D(t) € L(R™ R"), b(x,t) € R™ und z (¢) €
R™. Die vorliegende Arbeit befasst sich mit einer speziellen Form quasilinearer DAEs

A (t) (Do () (1)) +b(x (1) ) = 0. (11)

Dabei ist A (z,t) = Ap (t) lediglich von ¢ abhéngig, AyDp nicht unbedingt quadratisch, ¢ €
7 C R, Z Intervall, und x € D C R™, D offen und zusammenhéngend. Die Koeffizienten sind
mit

Ay(t) e L (IR”,]R’“> , Do (t) € L (R™,R") und b(z,t) € R*
gegeben und stetig. Weiterhin existiere die stetige, partielle Ableitung b, (x,t) € L (]Rm, IR’“).

Gleichungen der Form (1.1) entstehen zum Beispiel bei der spéter vorgestellten Riccati-
Transformation von linearen, homogenen, quadratischen DAEs.

Definition 1.1. [HMO00| Eine Funktion x : Z, — R™, Z, C Z, heifst Losung der Gleichung
(1.1) auf dem Intervall Z,, falls Vt € Z, : = (t) € D und

z € Cp, (Z,,R™) := {z € C (Z,,R™) | Doz € C* (Z,,R™)}
und die Gleichung (1.1) punktweise auf Z, erfiillt ist.

Fiir jede Losung von (1.1) gilt neben 2 € C}, (Z,,R™) auch z (t) € Mo (t), fiir alle t € Z,,
wobei
Mo (t) ={xeD|b(x,t) €imAy(t)}, teT. (1.2)



1 TRAKTABILITATSINDEX VON REGULAREN UND SINGULAREN DAES

1.1 Proper formulierter Hauptterm

Die Definition des proper formulierten Hauptterms aus [HMO0O] lasst sich direkt auf DAEs der
Form (1.1) iibertragen.

Definition 1.2 (Proper formulierter Hauptterm). Der Hauptterm der DAE (1.1) heifst
proper formuliert, falls folgende Bedingungen erfiillt sind

1. VteT:
ker A (t) ®im Dy (t) = R", (1.3)

2. 3R € C*(Z,L (R™)) sodass fiir alle t € T :

imR (t) =im Dy (t),

ker R (t) = ker Ag (1) . (1.4)

R (t)* =R (t) und {

Sind die Bedingungen (1.3) und (1.4) erfiillt, so nennt man das geordnete Paar (Ag, Dy)
auch gut zusammenpassend. Dabei realisiert der Projektor R die Zerlegung (1.3). Wichtige
Eigenschaften von Projektoren sind im Anhang A.2 zusammengestellt.

Von nun an sei der Hauptterm von (1.1) jeweils proper formuliert. Dann haben die Ma-
trizen Ao (t), Do (t) und damit auch Gy (t) konstanten Rang [Mar0Olc|. Weiterhin besitzen
die Unterrdume ker Ag (¢t) und im Dy (t) stetig differenzierbare Basen. Fiir alle t € 7 gilt
Ao (1) R (t) = Ao (t) und R (t) Do (t) = Do (t).

In Kapitel 3 untersuchen wir den Hauptterm der transformierten Gleichung auf propere
Formulierung. Dabei wird das folgende Lemma hilfreich sein.

Lemma 1.3. Das geordnete Paar (Ao, Do) passt genau dann gut zusammen, wenn das Paar
(D(:]F, Ag) gut zusammenpasst.

Beweis. [BM02] Alle Betrachtungen erfolgen punktweise in ¢ € 7, auch wenn ¢ als Argument
weggelassen wird.
(—) Seien (Ag, Dy) gut zusammenpassend, dann sind (1.3) und (1.4) erfiillt. Es gilt
im Dy ® ker Ag = R",
imR =im Dy, kerR = ker Ag.

Dann ist
im AL = (ker Ag)" = (ker R)*: = im R7,
ker DI’ = (im Do)* = (imR)* = ker R und
(RTY: = (R =T

— R" =kerRT ® imRT = ker DI’ @ im A7

Daher sind dann auch (D{, Al') gut zusammenpassend und der Projektor R := RT realisiert
die Zerlegung (1.4).

(«—) Die andere Richtung folgt analog. O

10



1 TRAKTABILITATSINDEX VON REGULAREN UND SINGULAREN DAES

1.2 Matrixkette

In [Mér02a| und [Méar02b| wurde fiir reguléire DAEs eine Sequenz von Matrizen und Unter-
rdumen eingefiihrt, auf deren Grundlage die DAEs weiter analysiert werden. Fiir DAEs der
Form (1.1) definieren wir nun eine spezielle Kette von Matrizen und Unterrdumen. Darauf
aufbauend wird spéter in diesem Kapitel der Traktabilitdtsindex fiir reguldre und singulére
DAEs definiert.

Es seien von nun an Vt € Z,x € D

Go (¢
No (t

By (z,t

) =40 (1) Do (1) € L (R™.RF).

) :=ker Gy (t) CR™,

) :=by (z,t) € L(Rm ]Rk)
( 1) :={z € R™ | By (z,t)z € im Gy ()},

)

) =

)

Qo (t)e L (]Rm) Projektor auf Ny (t),
Po (¢ Qo (1),
R(t) € C’1 (Z,L(R")) Projektor aus Definition 1.2.

Es ist rg Gy = konstant. Daher sind Qgy und Py stetig. Weiterhin werden fiir alle t € 7,z €
D,z' € R™ folgende Bezeichnungen festgelegt

G1 (2,t) == Go () + Bo (z,1) Qo () eL(Rm IR’“)
Ni (z,t) := ker Gy (z,t),
Si(x,t) :={z € R"|By (x,t) z € im Gy (z,1)},
Q1 (z,t) € L (lRm) Projektor auf Ny (z,t),
Py (x,t) — Qi (z,1),
Diffy (¢!, 2,t) := [DoPoP1Dy | (x,t) 2" + [DePoP1Dy |, (2, t), (1.5)

B (ml,x,t) := By (x,t) Py (t)
— G1 (1‘, t) Do (t)_ Diffl (.%'1, x, t) Do (t) 7)0 (t) .

Von nun an werden alle Argumente der Ubersichtlichkeit halber weggelassen. Fiir i > 2 (jeweils
punktweise in ¢t € Z,z € D, x!,... 2" € R™) seien ab jetzt

Gi=Gi-1+B;1Q;1€L <1Rm,]Rk> ;

N; := ker G,

B; = B; 1P;i1 — G;Dy Dift; DoPy ... Pi—1,
S; :={z e R™|Bpz € imG,},

Q; € L(R™) Projektor auf N,

Pi = Im — Qi,

11
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i—1
Diff; (azi, .. ,zl,x,t) = Z [DOPO . -'PiDa]mj (mi_l, e ,zl,x,t) It (1.6)
=1
+ [DOPO . --Pz‘D(TL (miil, . ,zl,m,t) z!
+ [DoPo . --PiDa]t (xi_l,...,xl,m,t) )

Dabei sind, fiir ¢ > 2, die Funktionen G;, N;, Q;, P;, und DoPy ... P; D, jeweils abhéngig von
den Argumenten z'~' ... z!,z,¢ und die Funktionen Diff; und B; jeweils abhiingig von den

Argumenten 2%, ..., z!, z,t. AuRerdem sei Dy die durch
Dy DoDy = Dy, DogD; =R,
DDy Dy = Dy und Dy Do ="Po

eindeutig bestimmte und in t € 7 stetige, reflexive Inverse von Dy (vgl. dazu Abschnitt
A.3, insbesondere Lemma A.6). Bei der Konstruktion der B; (i > 1) muss zusétzlich auf die
Existenz der in (1.5) und (1.6) involvierten Ableitungen geachtet werden [BKMO03|.

Aufgrund der Konstruktion der Matrixkette gilt rg G; < rg G4 fiir jede DAE und ¢ > 0.
Der regulédre Traktabilitétsindex kennzeichnet DAEs, fiir die die Sequenz G; (i > 0) stationér
wird und G, regulér ist. Das bedeutet

du>0Vj>p:G, =Gj, G, reguldr.

Fiir den reguldren Traktabilitdtsindex werden spezielle Projektoren Q; verwendet, die der
Bedingung No @ --- @ N;j_1 C ker Q; geniigen. Solange N; N N; = {0} (j =0,...,i—1) ist,
kénnen die Q; so gewahlt werden, dass Q;Q; =0 (j =0,...,7 — 1) gilt.

Andererseits, falls fiir ein 7, > 0 gilt V;, 11NN;, = N;,Nker B;, # {0}, so besteht die gesamte
Sequenz {G}},~, nur aus singuliren Matrizen [M&r02b] und die DAE ist nicht regulér. Eine
solche DAE wird singulir genannt. Die Bedingung

No®---®Nj_1 CkerQ;, j>1

ist fiir singulire DAEs nicht notwendig erfiillt [BKMO03]. Um auch singulédren DAEs einen
Traktabilitdtsindex zuordnen zu kdnnen, ist es notwendig den bekannten Begriff des reguléren
Traktabilitatsindexes zu modifizieren. Wir betrachten dazu zunéchst regulére und singulére,
lineare DAEs.

1.3 Singuldrer Traktabilitdtsindex fiir lineare DAEs

Fiir singuldre, lineare Algebrodifferentialgleichungen der Form
Ao (t) (Do (t)z () + B (t)z (t) = q (1), (1.7)

mit Ay (t) € L (R",R*), Dy (t) € L(R™,R"), B(t) € L(R™ RF),q(t) € R* und z(t) €
R™ wurde in [BKMO03]| bereits ein singuldrer Traktabilitdtsindex p > 1 definiert. Auf dieser
Grundlage erfolgt im néchsten Abschnitt eine Erweiterung auf DAEs der Form (1.1) und
1 > 0. Anhand von Beispielen werden wir zum Abschluss dieses Kapitels sehen, dass nicht
alle Gleichungen dieses Typs losbar oder gar eindeutig losbar sind. Dennoch ermdoglicht dieser
neue Indexbegriff nun auch eine Charakterisierung singuldrer DAEs.

12
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Die Elemente der Matrixkette aus Abschnitt 1.2 hingen fiir lineare DAEs nur noch von
t € 7 ab. Neben Ag, Do, Gg, Ny, Qp, Py und R sind nun auch

By (t) = b, (t) und So(t)={z€R™| By(t)z €imGq(t)}
nur von t € 7 abhéngig. Ebenso ist die gesamte Sequenz
Gi, Ni, Siy, Qi, P
Diff; = [DoPy ... PiDy ], = (DoPo... PiDy)" und
B, =B, 1{P;_1 — GZ'D(; (Dop() e ’PiDa)l DoPy ... Pi_1,

fiir ¢ > 1, nur von ¢t € 7 abhingig.

Nachdem wir die Matrixkette fiir lineare DAEs betrachtet haben, kann fiir diese Gleichun-
gen der singulére Traktabilitdtsindex eingefiihrt werden. Die folgende Definition vereint die

Definitionen (A.1 und A.3 aus [BKMO03|) des Traktabilitdtsindexes p fiir singuldre und regulére
DAEs.

Definition 1.4 (Traktabilitidtsindex fiir lineare DAEs). (|[BKMO03]) Die lineare Algebro-
differentialgleichung (1.7) heift

1. reguldr mit Traktabilitdtsindex 0, falls m = k und rg Gy := rg = m.

2. regular mit Traktabilitatsinder p >1, falls m = k und eine Sequenz (wie in 1.2 definiert)
existiert, sodass folgende Bedingungen fiir j >1, punktweise in ¢ € Z, erfiillt sind

i. G; hat konstanten Rang r; auf Z,
ii. Ng@---@® Nj_1 C ker Q;,
ili. Q; € C(Z,L(R™)),
iv. DoPy...P;Dy € CH(Z,L(R")) und
V. Tu—1 < Ty =m.
3. singuldr mit Traktabilitdtsinder p >1, falls eine Sequenz existiert, sodass fiir j > 1,
punktweise in t € 7 folgende Bedingungen erfiillt sind

i. G; hat konstanten Rang r; auf 7,
ii. (No + .-+ Nj—l) o ((NO + -+ Nj—l) M Nj) C ker Qj,
ili. Q€ C(Z,L(R™)),
iv. DoPy...PjDy € C'(Z,L(R")) und
v. Gu1 # Gy, Gy =Gy, G singulér.
Die Bedingung 3ii bedeutet
VJ >1 HXJ leer : Xj@((No—F---—FNj,l)ﬂNj) :NO‘{'"""Njfl

(vgl. dazu auch die Anmerkungen im Anhang A.1). Es geniigt also, dass eine solche Zerlegung

existiert. Diese hdngt wiederum von der Wahl der Projektoren Qp,...,Q; ab.
Fiir regulidre DAEs wurde in [Mér02c| gezeigt, dass die Unterrdume Ny @ --- @ N;, im Gy, S;
sowie die Werte r; = rgG; (i = 1,..., k) unabhéngig von der speziellen Wahl der Sequenz von

Projektoren Qy, ..., Q sind. In [Mar04| wurde gezeigt, dass die Rdume Ny + - -- + N;, im G;
und S; sowie die Werte r; = rg GG; ebenfalls unabhéngig von der speziellen Wahl der Sequenz
von Projektoren sind. Damit ist sowohl der regulére als auch der singulidre Traktabilitdtsindex
unabhéngig von der speziellen Wahl der jeweils zuldssigen Projektoren.

13
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1.4 Linearisierung und Traktabilititsindex fiir spezielle quasilineare DAEs

Im vorigen Abschnitt wurde der singulére Traktabilitdtsindex fiir lineare DAEs eingefiihrt.
Da die Gleichungen, die wir spdter aus der Riccati-Transformation erhalten, nicht linear sind,
wird der Indexbegriff noch einmal erweitert. Dann kann neben nichtlinearen reguléren DAEs
auch singuléren DAEs der Form (1.1) ein Traktabilitdtsindex zugeordnet werden.

Zunichst betrachten wir eine Linearisierung der DAE (1.1) und die zugehorige Matrixkette.
Anschlieftend wird der Traktabilitdtsindex in seiner neuen Form definiert. Wie bei nichtlinea-
ren, reguldaren DAEs [M#r02a| werden auch nichtlineare, singulire DAEs auf Grundlage ihrer
Linearisierung charakterisiert. Es wird gezeigt, dass die Definition des singuldren Traktabili-
tétsindexes so gew#hlt wurde, dass sie das bisher entwickelte Konzept sachgeméf ergénzt.

Definition 1.5 (Linearisierung). Die Algebrodifferentialgleichung
A (1) (D () 2 () +Br () 2 (1) = 4 (1) , (1.8)
teI, CTI, z€Ch, (Ir,R™)

mit Ay, (t) := Ao (t), Dr (t) := Dy (t) und By, (t) := b, (z1 (t),t) € L(R™) heift Linearisie-
rung von (1.1) lings der Funktion z1, € C}, (Zr,R™).

Der Anfang der Matrixkette hat nun fiir die Linearisierung lings x;, € C}, , (Zr,R™) folgende
Gestalt

Gro(t) =Ao (t) Do (t) = Go (t),
Nio (t) =Ny (t) ,
BLO (t) :ba; (xL (t) ,t) = Bo (.%'L (t) ,t) s

Qro (t) :=Q0 (t),
Sro(t) ={z € R™[Bpro (t) z € im Ay (t) }
={z € R"™|By(x (t),t)z €im Ay (t) }
=So (zr, (1) ,1),

Die Kette wird nun analog zu den Ausfithrungen in 1.2 fortgesetzt. Der singulére Traktabili-
tatsindex fiir Gleichungen der Form (1.1) kann jetzt definiert werden. Anschliefend betrachten
wir den neuen Indexbegriff im Vergleich zu den bekannten Definitionen fiir reguldre, nichtli-
neare und singuldre, lineare DAEs. Dieser neue Indexbegriff, beinhaltet sowohl die Definition
des reguldren Traktabilitdtsindexes ¢ > 0 (z. B. aus [Mér02al) als auch die des singuldren
Traktabilitdtsindexes p > 1 fiir lineare DAEs aus [BKMO03], jeweils als Spezialfall.

Spater werden wir die matrixwertigen Algebrodifferentialgleichungen vom Riccati-Typ mit
Hilfe dieses Indexbegriffes charakterisieren.

14
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Definition 1.6 (Regulirer und singulidrer Traktabilititsindex). Die DAE (1.1) heift
o singuldr mit Traktabilitdtsindex p =0, falls Go = G und Gq singulér ist.
o reguldr mit Traktabilititsinder p =0, falls m = k und Gq regulér.

Falls eine Sequenz, wie in Abschnitt 1.2 eingefiihrt, existiert und folgende Bedingungen fiir
j > 1 erfiillt sind (jeweils punktweise in den Argumenten)

i. G hat konstanten Rang r;,
1. (NO + -+ Nj_l) S, ((NO +---+ Nj—l) N Nj) C ker Qj,
iii. Q; stetig,

1

iv. die partiellen Ableitungen von DoPy ... P;D, nach 2771 ..., z',x und t existieren und

sind stetig,
v. Gy1 #Gyund Gy = Gy,
heifit (1.1)
o reguldr mit Traktabilitdtsindex p, falls zusdtzlich m = k und G, reguldr ist.
o singuldr mit Traktabilitdtsindexr p, falls G, singulér ist.

Im Folgenden wird die DAE (1.1) reguldr genannt, falls sie regular mit Traktabilitdtsindex
p ist. Andernfalls heifit sie singulir. Wir sagen die DAE (1.1) hat Indez p, falls sie singuléren
oder reguldren Traktabilitdtsindex p hat.

Auch fiir DAEs der Form (1.1) ist sowohl der reguldre als auch der singulire Traktabi-
litdtsindex unabhéngig von der speziellen Wahl der jeweils zuldssigen Projektoren. Mit der
folgenden Bemerkung wird gezeigt, dass es zur Uberpriifung auf singuliren und reguliren
Traktabilitatsindex p geniigt, die Elemente der Matrixkette fiir alle j < p zu konstruieren.

Bemerkung 1.7. Fiir die DAE (1.1) existiere eine Matrixkette, sodass die folgenden Bedin-
gungen fiir ein ¢ € N und fiir alle 1 < 5 < p erfiillt sind.

i. G hat konstanten Rang r;,
ii. (NO + -4 Nj—l) &) ((NQ + -+ Nj—l) N Nj) C ker Qj,
iii. Q; stetig,

1

iv. die partiellen Ableitungen von DoPy...P; D, nach 2771 .. 2!,z und t existieren und

sind stetig,
v. Gu1 #Guund Gy = Gy
Dann ist die DAE (1.1) regulér oder singulér mit Traktabilitdtsindex .

Beweis. Es existiere eine Matrixkette, sodass fiir die DAE (1.1) die Bedingungen i bis v aus
Bemerkung 1.7 erfiillt sind. Dann gilt G, = G41, B,Q, = 0und N, = N1, aufgrund von v
aus Bemerkung 1.7. Nun kann die Kette fiir j > p so fortgefiihrt werden, dass die Bedingungen
fiir alle j > 1 gelten.

15
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1. Essei j = pu. Mit Q,, := Q11 ergibt sich fiir 4+ 1
DoPy ... PuDy = DoPy...PuPus1Dy, Diff, = Diff ;1.
Es ist P,Qu+1 = (I — Qu) Q, = 0 und daher folgt

B“Jrl Q;Hrl = BHP“Q“JA - GHJrlDa Diff“ DoPy ... P“Q;Hrl
-0,

Gut2 = Gup.
Weiterhin existiert (vgl. Voraussetzung ii) ein X,, C ker Q,, C R™ mit

(No—i—"'—FN,u—l):Xu@((NO‘}'""FNufl)ﬂNM)
— Xy ={No+-+Ny—1) & (No+ -+ Nu—1) N N,) .

Daraus folgt

Xy ®N,=No+---+N, 1+ N,
— (No+---+N,) &N, =X, Cker Q,.

Mit N,qul :NH QN()—{——FN# und (N0+---+NH)ONH+1 :Nﬂ+1 :NH fOlgt nun

(No+---+ N ((No+ -+ Nu) N Nppa)
= (No+---+ N, O N,
=X, CkerQ, =kerQ, 1.

Die Bedingungen sind daher auch fiir j = p + 1 erfiillt.
2. Die Bedingungen i bis v aus Definition 1.6 seien fiir ein j > p erfiillt. Dann ist G; = Gj41.

Zeige nun, dass dann die Bedingungen i bis v aus Definition 1.6 fiir j 4 1 erfiillt sind.
Mit G; = Gj41 gilt auch N; = N4, B;Q; = 0 und wir kénnen Q; 1 := Q; setzen. Dann
ist DoPy...PjDy = DoPy...P;jPj+1D, und damit Diff; = Diff; ;. Mit P;Q;11 =
(I — Q;) Q; = folgt dann auch

Bj+19j+1 = BjP;jQj41 — Gjy1 Dy Diltj DoPy ... PjQ 41 =0,

Gjt2 = Gjt1, Njy2 = Njy1 und

X Cker Qj: Xj = (No +--- 4+ Nj1) © (No + -~ + Nj—1) N Ny)

— X;®N; =No+---+ Nj_1+ Nj.

Es folgt nun

(No+--+N;)o((No+---+ Nj) N Njt1)
= (No+ -+ N;) ©N;
:Xj ler Qj :keer_H.

Die Bedingungen sind daher auch fiir j + 1 erfiillt.
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— Die Bedingungen i bis v aus Definition 1.6 sind fiir alle j > 1 erfiillt. O

Lemma 1.8 (Index p = 1). Die DAE (1.1) hat Index u = 1 genau dann, wenn folgende
Bedingungen erfillt sind

i. G1 (x,t) hat konstanten Rang r1 auf D x T,

it. No(t) © (No (t) N Ny (z,t)) C ker Q (z,t) Yz € D, Vt € T,
iti. Q1 (z,t) stetig auf D x Z,
1. die partiellen Ableitungen

(Do ()P () Pr (2.t Dy (1], wnd  [Do () Py ()P (1) Dy (1)),

eristieren auf D x I und sind dort stetig und
v. Gy (t) # G1 (z,t) und Gy (z,t) = Go (¢!, 2,t), Vo' € R™, Vo € D, Vt € I.

Beweis. («—) Folgt sofort aus Bemerkung 1.7.
(—) Folgt sofort aus der Definition 1.6. O

Lemma 1.9 (Traktabilitdtsindex linearer DAESs). Fir lineare DAEs mit reguldrem Trak-
tabilitdtsindex 1 > 0 bzw. singuldrem Traktabilitdtsindex = 1 sind die Definitionen 1.4 und
1.6 dquivalent.

Beweis. Aus den Betrachtungen der Matrixkette fiir lineare DAEs in Abschnitt 1.3 wird die
Aquivalenz klar. U

Satz 1.10 (Traktabilititsindex der Linearisierung). Die DAE (1.1) habe Index 1. Dann
hat jede Linearisierung von (1.1) ldngs einer Funktion z € C'(Z5,R™), I, C Z, ebenfalls
Index 1.

Fiir requldre DAEs gilt sogar: Jede Linearisierung (1.8) von (1.1) langs einer Funktion x, €
Clljo (Zr,R™) hat reguldren Traktabilitatsindex 1 genau dann, wenn die DAE (1.1) reguldr mit
Traktabilitatsindex 1 ist.

Beweis. 1. Fall Fiir regulire DAEs wurde die Aussage in [Mér02a] bewiesen.

2. Fall Die DAE (1.1) sei singuldr mit Traktabilitdtsindex 1. Dann gelten die Bedingungen aus
Definition 1.6. Wir werfen nun einen Blick auf die Linearisierung ldngs einer fixierten
Funktion z; € C! (Zy,R™). Dann gilt fiir ¢ € 7,

i. Gri(t) = Gy (2 (1), 1)
— 11 =1gGry (t) =rg Gy (xr () ,t) = r1 konstant auf 7,
i. Npo(t)© (Npo (6) N Npy (zr (t),t)) = No (t) © (No (t) N Ny (zg, (t) , 1))
C ker Qq (zr (t),t) = ker Qr1 (t),
. Qri(t) = Q1 (zr (t),t) ist stetigin t € Iy,
iv. DroProPriDy (t) = DoPoP1Dy (r (t) ,t) ist stetig differenzierbar nach t,
v. Gro (t) = Go (t) # Gy (zp (t) ,t) = G (t) ist singulér.
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— Alle Linearisierungen der singuldren DAE (1.1) mit Traktabilitatsindex 1 ldngs einer
Funktion z;, € C' (Zr,R™), erfiillen die Bedingungen aus Definition 1.4 fiir singulire,
lineare DAEs mit Traktabilitdtsindex 1.

O

Bemerkung 1.11 (Aquivalente Aussagen fiir regulire DAEs). Es sei m = k, dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

1. Die DAE (1.1) ist regulér mit Traktabilitdtsindex 1.
2. G1 (z,t) hat auf D x 7 konstanten Rang r; = m und rg Gy (t) = 9 < r; = m auf Z.
3. No(t)NSy(x,t) ={0}, z€ D, t €Z und rg Gy (t) =19 < m auf Z.

Beweis. In den folgenden Ausfithrungen werden die Argumente, der Ubersichtlichkeit halber,
weggelassen. Alle Koeffizienten werden punktweise betrachtet.
Es sei nun m = k. Es wird nacheinander gezeigt (1. — 2.), (2. — 3.), (3. — 1.).

(1. — 2.) Die DAE (1.1) habe reguldren Traktabilitdtsindex 1. Dann sind die Be-
dingungen aus Definition 1.6 erfiillt. Und es folgt G; hat konstanten Rang r; = m.
AufBerdem gilt laut Voraussetzungen G1 = Gg + ByQg # Gp.

Angenommen es wire m = rg Go. Dann ist Ny = {0} und es folgt Qp = 0. Dann wére
BpQo = 0 und somit G; = Gy. Dies steht jedoch im Widerspruch zur Voraussetzung
und daher ist m = r; > rg.

(2. — 3.) Die Voraussetzungen von 2. seien erfiillt. Insbesondere gilt 79 < r; und
(G ist regulér.

Nach Lemma A.3 gilt G; ist regulér < Ny NSy = {0}.
(3. — 1.) Es sei NoN Sy = {0}.

i. NoNnSp={0} < G ist regulér (Lemma A.3).
— Ny ={0}, Q1 =0, kerQ; =R™, Py =1,
— No© (NgN Ny) = Ng CR™ = ker Qy,
.0=0,€C(Z,L(R™)),
i. DyPyP1Dy = Do (Dy Do) ImDy = DoDy =R € C'(Z,L(R"))
— DoPoP1Dy ist unabhingig von x und stetig differenzierbar nach ¢.

—
—-

—
—

i

iv. rgGo=rg<m=r; — Go#* Gy,
v. Gy regulair — Q; =0 und daher Go = Gy + B191 = Gy

Lemma 18, Die DAE (1.1) hat reguliren Traktabilititsindex 1.
O

Fiir reguldre DAEs der Form (1.1) ist daher die bekannte Definition des Traktabilitétsinde-
xes 1 fiir nichtlineare DAEs Ny (t) NSy (z,t) =0 fiir z € D, t € Z (u. a. [Mar01c|) dquivalent
mit der Definition 1.6 des reguliren Traktabilitdtsindexes 1.

Der folgende Satz garantiert eindeutige Losungen fiir reguldre DAEs mit Traktabilitdtsin-
dex 1. Dabei bezeichnet ||| die Maximum-Norm auf dem kompakten Intervall Z, C 7.
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Satz 1.12 (Losbarkeit von DAEs mit regulirem Traktabilitdtsindex 1). Die DAE
(1.1) sei reguldr mit Traktabilitatsindex 1. Dann gilt

1. Fir jedes tg € I, g € My (to) fihrt genau eine Losung von (1.1) durch (zg,to).

2. Sei x, € Cll)o (Z.,R™) Lésung von (1.1), Z, C I kompakt, ty € Z., dann sind alle
gestorten AWA

Ao (8) (Do ()& (1)) +b(x (t),t) = q(t), Do (to) ((t) —a°) =0, (1.9)

mit 2° € R™,q € C(Z,,R™) eindeutig losbar in Clljo (Z.,R™), falls die Stérungen
| Do (to) (2° — 2« (t0))|| und ||qllo ausreichend klein sind.

3. Fir die Losung = (.) von (1.9) und eine Konstante k gilt
[ = 24l < K{llDo (o) (x (to) =z (1)) + llall oo}

Beweis. [HMOO] U

Solche Aussagen sind fiir singuldre DAEs leider nicht méglich. Anhand von Beispielen wird
nun der Unterschied zwischen reguldren und singuldren DAEs mit Traktabilitdtsindex 0 oder
1 im Hinblick auf ihre Losbarkeit verdeutlicht.

1.5 Beispiele

Um die Problematik der Losbarkeit von Algebrodifferentialgleichungen zu veranschaulichen,
betrachten wir einige einfache Beispiele. Insbesondere der Unterschied im Verhalten von re-
guldren und singuldren DAEs wird dabei deutlich. Alle Argumente sind jeweils punktweise in
t € T =R zu verstehen.

Beispiel 1. 1. Es sei m = k = n = 2. Die implizite, reguldre gewohnliche Differentialglei-
chung

! !
xy + Xy =q

(1 0 (1 0 _ (T2~ @
AO_(l 1), Do—(o 1) und b—< g )

die Form (1.1). Damit ergibt sich

01

und es folgt Gy = Go + ByQp = Gy.

/ —
{ 7 +tr2 =q (1.10)

erhilt mit

10 . o
(1 1) reguldr, Qp =0

Die Gleichung ist regulér mit Traktabilitdtsindex 0.
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2. Wir betrachten nun das System (1.10) und fiigen eine weitere Gleichung

/ /
a1T] + a2y + azr1 + a4T2 = g3,

mit aq, a9, as, a4, qs € R beliebig und fixiert, hinzu. Es ist nun & = 3, n = m = 2. Die

Differentialgleichung
|
0o+
amry 4+ agrh
erhilt mit
1 0
A= 1 1],
ay az

die Form (1.1). Damit ergibt sich

0 1
Bo=|0 0],
a3 a4

rg Go = 2,
und es folgt Gy = Go + ByQp = Gy.

+ T2 =q1
=4q2
+ azr1 + a4r2 =q3

T2 — (41
—q2
a3ri + asr2 — qs

1 0
Go=1(1 1],
al am

Q=0

Die Gleichung ist singulér mit Traktabilitdtsindex 0.

3. Es wird nun jeweils eine Gleichung entfernt.

a) Untersucht man die zweite Gleichung von (1.10) als eigensténdige DAE, so hat
diese ebenfalls singuléren Traktabilitdtsindex 0

) + 75 = ga.
Es ist namlich

Ag = (1),

Dy=(1 1),

By = (0 0) und Gy = (1 1).

b) Wird dagegen die zweite Gleichung des Systems (1.10) weggelassen, erhdlt man
eine Algebrodifferentialgleichung mit singuldrem Traktabilitdtsindex 1

T+ 2 = qr.
Es ist dabei
A= (1),
Go=(1 0)

Es folgt

Gl = (1 1) 7£ GO’

By = ByPo = (0 0),

Dy=(1 0), By=(0 1),
und Q0:<8 g)
Q1:<_11 8>’

Gy = G1.
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Beispiel 2. Fiir das System

. . 0
istm=1,n=1, k=2 und mit 4y = <0> , Do = (1) und By = <2m1> folgt

1
Go = <O>,Qo= (0), BoQo =0
und damit ist

G1 = Gy + ByQp = Gy singulér.

— Die DAE ist singuldr mit Traktabilitdtsindex 0.
Um mehr {iber die Lésbarkeit zu erfahren, wird nun der geometrische Ort der Lésungen
untersucht. Es ergibt sich

Mo:{z€R2| Ozx%—QQ}.
M ist fiir g2 < 0 leer, daher ist die DAE in diesem Fall nicht 1sbar.

Beispiel 3. Fiir das System

T = q
! —
x,Q o= Q2, m=3, k=n=4
r3 + T2 = @3
r3 = 44
mit
o o
A(]: und DQZ 1 0
0 0 1 00 1
0O 0 O
gilt
1 0 0 0 0 O
01 0 1 0 0
Go=1¢9 0 1| Bo=1¢9 1 o]
0 0 O 0 0 1
ro=3, No={0}, Qo=0, Mo={z€R®|z3=qs}.

Damit ist G1 = Gg + BgQp = Go und die DAE hat singuldren Traktabilitdtsindex 0.

Beispiel 4. [Mar02b| Fiir das System

{t(—x1+tm2)’ LR C N S

(=1 + tag) =q@
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1 TRAKTABILITATSINDEX VON REGULAREN UND SINGULAREN DAES

mit

t
Ag = <1> , Dy

(=1 ¢,

folgt
t? 5
< t> NOZ{ZE]R,‘letZQ},

a=(i ) (o 0);

MOZ{ZG]R.2‘x1—tl'2:q1—tq2},

—t t? t 1
wa 6= () t> o o) )
_(t = (F ist singular.
=\ t 0 g

Das System hat singuldren Traktabilitdtsindex 0.

Jede Funktion z (t) = <t3((tt))> , t € I, 16st die homogene Gleichung. Dabei ist v (t) €

C (Z,R) beliebig wihlbar. Falls ¢ die Bedingung tqs (t) — q1 (t) = —z1 (0) + fo q2 (s) ds erfiillt,
hat das inhomogene Problem mindestens eine Losung [Mar01b].

Beispiel 5. 1. Die Algebrodifferentialgleichung

T+ X2 = Q9

1

erhilt die Form (1.1) mit Ay = < 0

) , Do = (1 0) und b = < 2 > Weiterhin ist
T+ X2

01 10 . 10 i
By = (1 1) , Go = (O 0) und es ist Gy = <1 1> regular.

Die DAE ist regulér mit Traktabilitétsindex 1 und damit eindeutig 16sbar.

2. Wir untersuchen das Beispiel noch einmal, fligen aber jetzt eine beliebige Gleichung dem
System hinzu. Es sei

/ /
a127 + agTy + a3x1 + a4T2 = q3

mit a1, as, ag, a4, g3 € R beliebig und fixiert.

a) Fall ay # 0.
Dann gilt fiir das neue System

1 0 10 0 1
Ao=10 0], D0:<0 1>, Bo=|1 1],
ar ag a3 a4
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1 TRAKTABILITATSINDEX VON REGULAREN UND SINGULAREN DAES

b)

sowie
1 0
0 0
Go=(0 0], Q0=<0 0)-
ayp a
- (;0122(;1

Dieses System hat singuldren Traktabilitdtsindex 0.

Fall ay = 0.
Dann gilt fiir das neue System

1 0 1
Ao=101], Dy=(1 0), By=|1 1
aq asz ag4
und
1 0 00 0 1
Go=[0 0], Q = , ByQo=10 1/,
0 1
a; O 0 a4
1 1
Gi=10 1], N, ={0}.
a1 a4
- (;2 22(;1.

Dieses System hat singuléren Traktabilitdtsindex 1.

3. Es wird eine Gleichung entfernt.

a)

b)

Das System bestehe nun nur aus der ersten Gleichung. Die DAE entspricht der
DAE aus Beispiel 1.3b. Diese Gleichung hat singuléren Traktabilitdtsindex 1.

Aus dem System wird die erste Gleichung entfernt. Damit haben wir eine rein
algebraische Gleichung.

Ag = (0), Dy = (0 0), By=(1 1)
und es ist
Go=(0 0), Qo = I, Gi=DBy=(1 1),
le<_11 8) 31:307»0:<8 8)
— G2 =G,

Die algebraische Gleichung ist daher eine Algebrodifferentialgleichung mit singulé-
rem Traktabilitdtsindex 1.
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Beispiel 6. Dieses Beispiel wurde bereits in [MWO01] auf reguldren Traktabilitdtsindex unter-
sucht. Eine spezielle Form (¢; = 0,¢2 = 0,¢3 = 0) wurde in [AP98| analysiert. Es sei m = k =
3. Wir betrachten das System

/

Ty - r3 = Q1
ra(l—22) = @
rrg+w3(l—22) =t = g3
1
mit Ag= [0 | und Dy = (1 0 0). Fiir die Elemente der Matrixkette erhélt man
0
1 0 0 1
Daz 0 5 Bosz: 0 1—2$2 0 5
0 To T1—x3 1—x9
1 00 0 0O
Go=10 0 0], Q=101 0],
0 00 0 01
G1 = Go+ BoQo
1 00 0 0 1 0 00
=10 0 O]+ 0 1-—2x 0 010
0 0 0 Tro I1 — I3 1-— T2 0 0 1
1 0 1

0 Tr1 — I3 1—.’E2
z1+23 = 0
Ni=<z ER3 ) (1—2$2) =0
29 (1‘1 —.%'3)—}—(1—.%2) zz = 0

Somit ist G filir z9 # 1 und z9 # % regulér und die Bedingungen fiir reguldren Traktabili-
tatsindex 1 sind erfiillt. Es folgt eine Betrachtung der einzelnen Fille.

1. Fall AuRerhalb der Ebenen x5 = 3 und x5 = 1 gilt

Ny = {0}
— G ist regular, @1 =0
— B1Q1=0
— Gl = G2-

— Alle Linearisierungen, die komplett aufterhalb der zwei parallelen Ebenen verlaufen,
haben reguldren Traktabilitdtsindex 1.

2. Fall Auf der Ebene 29 = 1 ist
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Ny

91

P1

DyPoP1Dy

Ga

1 0 0
=10 1 0],
-1 0 0
0 00
=10 0 0],
1 01
1 00 0 00 1
=(1 0 0)({0o0O0|l0O0O]foO
0 00 1 01 0
= BoPo
0 0 1 100
=10 -1 0 0 00
1 Tr1 — I3 0 0 00
0 00
=10 0 O] und
1 00
=G1+ B
1 0 1 0 00 1 0 0
=10 -1 0J]+(0 0 O 0 10
0 zy—23 O 100 -1 0 0
1 0 1
=10 -1 0| ist regulér.
1 Tr1 — I3 0
=Gy # Gy

— Alle Linearisierungen, die die Ebene x5 = 1 nicht verlassen, haben reguléren Trak-

tabilitatsindex 2.

3. Fall Auf der Ebene x5 = % gilt

N

A

DyPoP1Dy

Diff, =
B =

1
{zG]R3 z1 + 23 =0, 22(901—$3)+§Z3=0}a
2 (.’El — $3) 2 (CL‘l — $3) 2 (.’El — .T3)
1 1 1 ;
—2(r1 —x3) —2(w1—x3) —2(21 — 3)
(1 — 2(1’1 — .%'3)) y
-2 (x'l — xg) ,

ByPy — G1Dy, Diff1 DyPy
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2(x) —af) 0 0
= 0 0 0],
i 00
B191 #0,
G2 =G1+ B1Q
# Gj.
— Alle Linearisierungen, die die Ebene xo = % nicht verlassen, haben Traktabilitéts-

index p > 1 oder es ist dort kein Traktabilitdtsindex definiert.

Auf den zwei parallelen Ebenen 5 = 1 und x5 = % sind die Bedingungen fiir reguléren
Traktabilitdtsindex 1 nicht erfiillt. Jede Linearisierung, die eine der beiden Ebene passiert
und zumindest teilweise aufserhalb dieser Ebenen verlduft, besitzt singuldre Punkte, an denen
ein Indexwechsel stattfindet.

Jede Losung der Gleichung ist Element der Menge M. Um Aussagen iiber die Existenz der

Losung zu treffen, untersuchen wir nun diese Menge. Es ist

1 1
MOZ{z€R3 x2:§ivz—q2 }
r172 + 23 (1 — 12) = g3
1. Fall ¢o > 1
My = 0.
2. Fall ¢o = %
5 11
M(): ze€R 1‘225, 5(.%’14—1‘3):(]3 .
3.Fall gp < 1

Jetzt setzt sich die Restriktionsmenge aus zwei disjunkten Teilmengen zusammen. Es
ist Mo = M{ UM, wobei

1 /1
To =35+ 1 — 92,
M ={2€R? 2 :

und

My = zeR?

S+ as)+ (2 —a3) /i =q

Fiir die Lésungen aus ./\/(6F sind die Bedingungen fiir reguldren Traktabilitdtsindex 1
erfiillt. Fiir die Losungen aus M héngt dies weiterhin von g2 ab. Zum Beispiel ist
M, fiir g2 = 0 ganz in der Ebene xo = 1 enthalten.

Beispiel 7. Das System

ry — Ciszs = q
- x2 = q2
0 = g3
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stammt aus [BKMO03]. Die homogene Variante entspricht der in [KM97] vorgestellten kanoni-
schen Form. Es sei nun C3 singuldr und im C3 = konstant. Die Matrixkette hat die Gestalt

I 0 0 —Ci3
Ag=1(0], By=10 -I O ;
0 0 0 0
I
Do=(I 0 0), Dy =1|0],
0
I 00 0 0O
Go=|0 0 0], Q=10 I 0],
000 0 0 I
G1=Go+ ByQo
I 0 —Clg 013013 0 0
=0 —I 0 , Q1= 0 0 0 ,
0 0 0 Cy 0 I-C;C3

NOZ{ZE]R,3|21:O}, N1:{Z€]R3|21—01323=O,2220}.
Es ist

Mo ={z e R*| w2 = g2, 0= g3}
— Mo =0, falls g3 # 0.

Betrachte

NQ@(NoﬁNl):{Z€R3|21:O}@{Z€R3‘2122’2:0, 0132320}
= {ZE]R?’{Zl =0, (1—0173013) 2’3:0}

C ker 9y,
I — C130;,
DoPoPiDg = (I 0 0) 0
_01*3
=1 — (130753,

B1 = ByPy — GQD& [DOPOPIDa]t DyPy.

Da im Cy3 = konstant ist, ist By = 0. Es folgt G; = G2 und die DAE ist singuldr mit
Traktabilitdtsindex 1. Als Lésungen kommen fiir z3 alle stetigen Funktionen in Frage. x1 1dsst
sich dann entsprechend - jedoch nicht eindeutig - wahlen. Fiir die Losbarkeit der inhomogenen
Gleichung ist die Konsistenzbedingung g3 = 0 zu erfiillen.

Beispiel 8. Schlieflich wenden wir uns dem System

0=q

, , m=k=2 n=1,
(r1+m2) + 21 =@
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in der Form

B )06 ()

zu. Die zugehorigen Matrizen und Unterrdume sind dann

0 0 0
A0_<1>7 B0_<1 O>7

Dy=(1 1), Dy=(1 0),
Go= (Y Ny = R? =0
0o=1{1 1) 0—{26 |21+22— },

Weiter ist
Mo:{ZERZ|Q1=0}
=0, falls ¢ #0
und
-1 -1
0 0 2 1
PP = (1 1) <—2 —1) =0
ker Q1 = {z € RQ|Z1 = —22},
No © (NoN N1) = No C ker Qy,
0 0 0 0
Br= BoPo = <1 0) <1 1> =0
Daher ist

kerBlleQ, G2=G1, T’QZTl:TQ:l
und die DAE ist singuldr mit Traktabilitdtsindex 1.

Zum Abschluss fassen wir die Erkenntnisse, die wir aus der Analyse der Beispiele gewonnen
haben, zusammen. Als erstes wenden wir uns den nichtlinearen Systemen zu. Beispiel 2 ist
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aufgrund der Struktur singulér. Im 6. Beispiel haben nicht alle Linearisierungen denselben
Traktabilitatsindex. Es ergibt sich also, je nach Wahl der Linearisierung, ein spezieller Index.
Diese DAE besitzt singulére Punkte. Sie ist nicht regulér.

Jetzt betrachten wir die linearen Systeme und blicken zunédchst auf die Beispiele 1 und 5.
Ausgangspunkt der Analysen war jeweils eine regulidre DAE mit Traktabilitdtsindex 0 oder
1. Wéhrend die Anzahl der Variablen konstant gehalten wurde, entstanden durch Entfernen
bzw. Hinzufiigen von Gleichungen neue Systeme. Diese waren aufgrund ihrer Struktur singular
(m # k). Ein System mit m < k wird formal iberbestimmt genannt. Falls m > k ist, heift es
formal unterbestimmt. Allerdings lasst sich dadurch keine Aussage iiber die Losbarkeit treffen.
Einerseits sind singulére System eventuell nicht 16sbar. Dann kénnen mdglicherweise zusitz-
liche Konsistenzbedingungen aufgestellt werden, um Losbarkeit sicherzustellen. Andererseits
sind sie oft nicht eindeutig 16sbar.

m < k Durch das Hinzufiigen von Gleichungen zu reguldren DAEs, konnten wir anhand von
Beispielen feststellen, das formal iiberbestimmte, singuldre Systeme von DAEs entste-
hen. In Beispiel 1 entstand durch Hinzufiigen einer Gleichung zu der reguldren Index-
1-DAE eine singuldre DAE mit Traktabilitdtsindex 0. Wurde dagegen eine Gleichung
zu dem reguldren Index-1-System von Beispiel 5 hinzugefiigt, entstand eine singuldre
DAE, die abhéngig von der neuen Gleichung Traktabilitdtsindex 0 oder 1 hat.

m >k Ein anderes Bild ergab sich beim Entfernen von Gleichungen. Es entstanden hier, wie
wir an den Beispielen beobachten konnten, unterbestimmte Systeme von singuldren
DAEs. So entstand im 1. Beispiel, in Abhéngigkeit von der entfernten Gleichung, eine
singuldre DAE mit Traktabilitdtsindex 0 oder 1. Dagegen ist jede einzelne Gleichung
der reguldren Index-1-DAE aus Beispiel 5 singulér mit Traktabilitdtsindex 1.

Anhand der Ergebnisse kénnen wir vermuten, dass beim Entfernen einer Gleichung aus einem
System mit Index u - ohne dass die Anzahl der Variablen veréindert wird - eine DAE entsteht,
die Index p oder hoher hat. Dagegen konnten wir beim Hinzufiigen von Gleichungen zu einer
DAE mit Index p beobachten, dass die resultierende DAE Index p oder niedriger hat.

Wir wenden uns nun den Beispielen 3, 4, 6, 7 und 8 zu. Es wurde jeweils ein System
betrachtet und nicht weiter veréndert.

m < k Das Beispiel 3 ist formal {iberbestimmt. Eventuell ist es mdglich durch Entfernen
einzelner Gleichungen eine reguldre DAE mit derselben Losungsmenge zu erhalten.
Falls dies nicht moglich ist, werden Konsistenzbedingungen benotigt um die Losbarkeit
der DAE zu garantieren und/oder zusétzliche Bedingungen um die DAE zu einer
reguléren Gleichung zu vervollstdndigen.

m =k Bei solchen Beispielen, zu denen auch die Beispiele 4, 6, 7 und 8 gehéren, kann man
allein anhand der Dimensionen nicht erkennen, ob es sich um singulédre DAEs handelt.
Singuldre Gleichungen dieses Typs beinhalten entweder iiberfliissige Gleichungen oder
Konsistenzbedingungen und sind im Allgemeinen nicht eindeutig 16sbar.

Anhand von Beispiel 4 kann man erkennen, dass Aussagen iiber die Losbarkeit von
singuléiren DAEs im Allgemeinen nicht moglich sind. Die homogene Gleichung besitzt
einen unendlichen Losungsraum. Daher kann keine Anfangswertaufgabe eindeutig ge-
16st werden. Um eine solche Gleichung in eine reguldre DAE umwandeln zu kénnen,
miisste man zusétzlich Bedingungen einfithren und iiberfliissige Gleichungen entfer-
nen.
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2 Optimalsteuerungsprobleme mit gesteuerten
Algebrodifferentialgleichungen und Riccati-Transformation

Mit dem Beginn der Entwicklung der Theorie von DAEs begann die Untersuchung von optima-
len Steuerungsaufgaben mit gesteuerten DAEs (u. a. [Mér0la|, [BKMO03], [KM97], [Kur93]).

Dieses Kapitel befasst sich mit der Formulierung solcher Probleme und deren Riccati-
Transformation. Ausgehend von Optimalsteuerungsproblemen mit gesteuerten DAEs werden
die so genannten Optimalitdts-DAEs formuliert und analysiert. Die in [BKMO03| hergeleiteten
Bedingungen fiir reguldren Traktabilitdtsindex 1 der Optimalitdts-DAE werden zitiert.

Schliefslich wird eine Riccati-Transformation vorgestellt. In [KM90], [KM97], [Kur00] wurden
bereits matrixwertige Riccati-Typ DAEs betrachtet. Die neue Formulierung mit properem
Hauptterm und die in [BKMO03] hergeleiteten Bedingungen fiir regulédren Traktabilitdtsindex 1
rechtfertigen nun eine erneute Analyse dieser Gleichungen. Die Eigenschaften dieser MR-DAEs
werden im 3. Kapitel genauer analysiert.

Das quadratisches Giitefunktional

J (u, ) == % (x(T),Va(T))

LT (20 (W) SO (20 @1
S G) (St ww) ()
soll auf der Menge der Losungen der linearen Algebrodifferentialgleichung
A)(Bt)x (1) =C®)a(t)+D(t)u(t) (2.2)
unter der Anfangsbedingung
A(0) B(0)z(0) = yo (2.3)

minimiert werden. Es sei t € Z := [0, 7] und T € R>? fixiert. Die Koeffizienten in (2.1), (2.2)
und (2.3) sind die von ¢ € 7 stetig abhéngigen Matrizen

A(t)e L(RRY), (t) eR™,

B(t) € L(R™R"), u(t) e R,

() er(R"R), D) e (R,R),
W (t) € L(R™), R@er(R),
S(t)eL (Rl,Rm)

und die konstante Matrix V' E L (R™). Weiterhin seien <;[(/t()t% %((i;

V positiv semidefinit. W (¢), R (t) und V seien symmetrisch.

) € L (R, R™) und

Definition 2.1. ([BKMO03]) Eine stetige Funktion v : Z — R/, heift zuldssige Steuerung falls
das zugehorige Anfangswertproblem (2.2) und (2.3) eine Losung besitzt.
Die gesteuerte Algebrodifferentialgleichung (2.2) nennen wir quadratisch, falls m = k.
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2.1 Optimalitits-DAE
In [BKMO3] wird die Optimalitats-Randwertaufgabe in der Form

A(t) (B () (1) () 0 D)\ [z()
BT (AT Wy @) | =W ") S| (v

St(t) DT (t) R(t)

0 (2.4)
A(0) B(0)z(0) = yo
BT AMTy(T)=Va(T), tel )
eingefiihrt. Die Optimalitidts-DAE (2.4) hat dabei die Gestalt
A (B (t))' —_CDa(t), teT 2.5)

A@®) 0 .
A@t) = ( BT (t)) cL <Rﬁ,Rk) ,

B = (B t) 0 0) c L<]Rm7]Rﬁ)’

C 0 D )
C(t) = (W(t o7 (t) S(t)) eL(Rm,Rk>.
sT@t) DT(t) R

Lemma 2.2. Die quadratische, homogene Algebrodifferentialgleichung (2.5) hat einen proper
formulierten Hauptterm genau dann, wenn die gesteuerte Algebrodifferentialgleichung (2.2)
proper formuliert ist.

Beweis. (2.5) sei proper formuliert. Dann ist (jeweils punktweise in t € 7)
R" =ker A®im B, imR = im B und ker R = ker A.
Es gilt fiir (2.5)
ker A = ker A x (im B)* und im B = im B x (ker A)*  [BKMO3].
Dann folgt aus Lemma 1.3 die propere Formulierung von (2.2) mit dem Projektor R :=

R R R? R
( RT 0>' Es ist namlich R? = ( (RT)2 ) =R, sowie
0

ker R = ker R x ker RT = ker R x (imR)™ = ker A x (im B)™*
= ker A x ker BT
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und
imR =imR x imR" =imR x (ker R)* =im B x (ker A)*
=im B x im AT,
Dabher ist (kerA x ker BT) D (imB X im AT) =R" x R" = R". O

Das folgende Lemma liefert eine wichtige Beziehung zwischen einer Lésung der Optimalitéts-
DAE und einer Losung des Steuerungsproblems.

Lemma 2.3. Das Tripel z, € Cll)o (Z,R™), 9, € C}4T (Z, ]Rk) , Uy € C (I, ]Rl) sei Losung
des Randwertproblems (2.4). Dann ist u, optimale Steuerung fir das Problem (2.1) - (2.3)
und x, ist die zugehorige optimale Trajektorie.

Beweis. |BKMO03]| U

Fiir die gesteuerte DAE (2.2) lassen sich die Matrizen und Projektoren der Sequenz aus
Abschnitt 1.2 wie folgt wéhlen (jeweils punktweise in ¢ € Z) [BKMO03|.

Ag=4,  Go=AyDo=AB e L(R"R),

Dy =B, élzéo—Céo und

Qo € L(R™) Projektor auf ker Gy C R™. Zusitzlich sei
é*o €L <]Rk) Projektor auf ker ég C R*.

Dabei seien hier Oy und Q. Orthoprojektoren (s. a. [KM00]), d.h. anstelle von Dy verwenden
wir die Moore-Penrose-Inverse Dar von Dj. Jetzt konnen wir die hinreichenden und notwen-
digen Bedingungen fiir reguldren Traktabilitdtsindex 1 der Optimalitdts-DAE aus [BKMO03]
betrachten.

Lemma 2.4 (Regulirer Traktabilitdtsindex 1). Die Optimalitits-DAE (2.4) ist regulir
mit Traktabilitdtsindex 1 genau dann, wenn die Bedingungen

Go (1) Gy 0
9 = Qo (H)C(t) QD) | _
ker | Qp g) tC T(t)T ={0} und ker QOO(t)W(t) QS(t)S(t) ={0} (2.7
v S)" R(t)
fiir alle t € T erfillt sind.
Beweis. |BKMO3| -

Um das Problem zu vereinfachen und im Hinblick auf die anschliefsende Riccati-Transfor-
mation von Optimalitdts-DAEs, werden zusitzlich folgende Bedingungen vorausgesetzt. Fiir
alle t € Z sei S(¢t) = 0 und R (t) positiv definit. Wir formulieren nun Lemma 2.4 fiir diesen
Spezialfall.
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Lemma 2.5. Fiir alle t € T gelte S(t) = 0 und R (t) > 0. Dann ist die Optimalitits-DAE
(2.4) regular mit Traktabilititsinder 1 genau dann, wenn die Bedingungen

Gt
ker [ Qp(t)C (1) | ={0} (2.8a)
D ()"

und

N Go (t)
ker | Qu () C(t) | = {0} (2.8b)
Qo (t) W (t)
fir alle t € T erfillt sind.

Beweis. Unter den Voraussetzungen S (¢) = 0 und E(t) > 0 fiir alle t € 7 lassen sich die
Bedingungen (2.8a) und (2.8b) direkt aus Lemma 2.4 herleiten. O

2.2 Riccati-Transformation

Fiir das Losen von linearen Systemen reguldrer gewohnlicher Differentialgleichungen haben sich
verschiedene Verfahren etabliert, die auf das Losen von nichtlinearen Differentialgleichungen
fithren [Pet98]. Die Riccati-Transformation gehort zu diesen Methoden, sie realisiert fiir lineare
Randwertaufgaben eine stetigen Entkopplung. Es wird versucht die schnell-wachsenden Modi
von den schnell-fallenden Modi zu trennen. Diese werden dann nur in die jeweiligen stabilen
Richtungen integriert [AP98]. Andererseits nimmt man in Kauf, dass, an Stelle eines linearen
Randwertproblems mit separierten Randbedingungen, eine nichtlineare Anfangswertaufgabe
vom Riccati-Typ gelost werden muss [AMRSS|.

Einige Nachteile sind offensichtlich. So ist z. B. die entstandene nichtlinearen Gleichung
moglicherweise nicht auf dem gesamten Intervall 16sbar, sodass eine numerische Integration
nicht oder nur sehr aufwendig moglich ist. Dennoch iiberwiegen vielfach die Vorteile, die in
der einfachen Konstruktion und in der Hoffnung liegen, dass das transformierte System stabil
ist und sich entsprechend stabil und effizient integrieren ldsst [AMRSS|.

Aus dieser Erfahrung entstand die Idee, die Methode zum Lésen von Algebrodifferenti-
algleichungen auszuprobieren. Es wird nun ein Ansatz fiir die Riccati-Transformation der
Optimalitéts-DAE (2.4) vorgestellt. Das 3. Kapitel beschéftigt sich dann mit der Analyse der
aus einer reguldren Optimalitéts-DAE entstandenen, nichtlinearen matrixwertigen Algebro-
differentialgleichung.

_Im Folgenden werden alle Koeffizienten punktweise in ¢ € 7 betrachtet. Es sei von nun an

R >0 auf Z, dann ist u = —R~! (STQJ + DTQ,Z)). Daher gilt

([ A(Bz) =Cz— DR (8Tz+ DTy)

~BT (AT) = Wa + 0Ty — SR (8Tz + DTy)
u=-R"1(STz+DTy)

A(Bz <C - Dﬁ—lsT) z— DR'DT4)

y
- BT (47y) = (W~ SRS ) x + (€7~ SR'DT) ¢

u=-R"1(STz+D"y).
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Mit dem Ansatz ¢ = KBz, K € L(R",R™) und 0.B.d.A. ATK = KT A (siehe dazu Satz
2.6) erhdlt man
A(Bz) = (C - D§—15T> ¢~ DR'DTK Bz
~BT (ATKBz) = (W~ SE™'$") o + (CT — SR'D") KBa
u=-R'(S"z+ D"KBxz).
Weiterhin ist
— BT (ATK)' Be=BTA"K (Bx)' — BT (ATKBz)'
—BTK"A(Bx)' — BT (ATKBz)'
—BTK" (C~ DR ($" + DTKB))a
+(W+CTKB - SR (ST + DTKB)) »
=(B"KT"C+W + C"KB)x
~((s+B"K™D) R (5" + DTKB)) x.

Schlieklich entsteht eine matrixwertige Riccati-Typ Algebrodifferentialgleichung (MR-DAE)
beziiglich K

BT (ATK)' B= BTKTC+ CTKB+W (2.92)
—(S+BTKTD)R™' (ST + DTKB)

und aus der Endbedingung der Randwertaufgabe (2.4) ergibt sich
B(T)T AT K (T)B(T)=V. (2.9b)

Fiir den Fall S = 0 wurden bereits matrixwertige Riccati-Typ Algebrodifferentialgleichung
in [Kur93] untersucht, allerdings nicht in properer Formulierung. Anhand von Beispielen wird
dort darauf hingewiesen, dass die Riccati-Gleichung eventuell nicht 16sbar ist, obwohl das
optimale Steuerungsproblem eindeutig losbar ist.

Im Fall A= B = I und S = 0 entspricht die MR-DAE, sowohl in der Standardformulierung
[Kur93] als auch in der hier vorliegenden properen Formulierung, der bekannten matrixwerti-
gen Riccati Gleichung, wie sie u. a. in [Rei72] betrachtet wird.

Der folgende Satz liefert einen Zusammenhang zwischen einer Losung der MR-DAE und
einer Losung der Optimalitdts-DAE.

Satz 2.6. Es sei ker BT = {0} und K € C7 (Z,L(R",R™)) Lisung von (2.9) und x €
CL(Z,L(R™)) Lisung von

A(Bz) = (c - Dé—lsT) ¢ — DR'DTK Bz, (2.10a)
A(0) B (0)z(0) = yo (2.10b)

so gilt

34



2 OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME MIT GEST. DAES UND RICCATI-TRANSFORMATION

1. ATK = KT A und

2. das Tripel (ﬂ: € C’é, Y := KBzr € C'i‘T, wi=—R1 (STQJ + DTT/J) € C’) ist Losung
der Randwertaufgabe (2.4).

Auf die zusitzliche Voraussetzung ker BT = {0} werden wir im folgenden Kapitel noch

einmal genauer eingehen. Sie wird bei der Analyse des Hauptterms der Riccati-Gleichung

erneut eine wichtige Rolle spielen wird. Es wird sich zeigen, dass diese Einschréankung durchaus
realisierbar und sinnvoll ist.

Beweis. Es sei ker BT = {0}, K € C}; (Z, L (R",R™)) Losung von (2.9), z € C} (Z, L (R™))
sei Losung von (2.10). Dann gilt

1. a) Die rechte Seite der Gleichung (2.9a) ist symmetrisch (wg. W und R symmetrisch).
Damit gilt fiir die linke Seite

BT (ATK)' B = B” (AK")' B

- BT (ATK — AKT)' B=0
(ker BT={0}) o (AKT - ATK) =0
- AKT — ATK = konstant .

b) Betrachte zusétzlich die Anfangsbedingung (2.9b). Da V' symmetrisch ist, gilt

B(MT AMT K (T)B(T)=B(T)" K(T)" A(T)B(T)
(ker BT={0}) = AT K(T)—-K(T)" A(T)=0.

— AKT = ATK.

2. Es sei ker BT = {0} und K € C;, # € C}, Losungen von (2.9) bzw. (2.10) und es seien

¢ := KBz € Ci‘T, wi=—R"1! (STJU + DTl/J) € C. Daher gilt

~BT (ATK)'B=B"K"C + CTKB+ W
—(S+BT"K"D)R™' (S + DK B)
A(Bz) = (C - Dﬁ*15T> ¢ — DR'DTK Bz,

Dann sind die Randbedingungen und der folgende Teil des Systems (2.4) erfiillt

ABz)\ _(C 0 D ;”Z
0 ~\sT DT R
u
Wir untersuchen nun die fehlende Gleichung
BT (ATy) =BT (ATK Bz)'

=BT (ATK)' Bz + BTKTA(Bx)
(2.9),(2.10) =—-BT'KT"Cx — CTKBz — Wz
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+(S+B"K"D)R' (ST + DTKB)x
+BTK" (C - DR™'S™ - DR'DTKB)x
= (SE'DT —CT) KBu+ (-W + SE'ST)
+BTKT (~C+ DR (ST + DTKB) ) x
+BTK" (C - DE™'S” — DE'D"KB)x
=~ (¢T - SE'D") KBa— (W - SE'S")
o ~BT (A7) = (W~ SR7ST)w + (€T~ SE'DT) .

— (2.4) ist erfiillt.
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3 Matrixwertige Algebrodifferentialgleichungen vom
Riccati-Typ

Nachdem im vorangegangenen Kapitel die Riccati-Transformation von Optimalitdts-DAEs
vorgestellt wurde, wenden wir uns nun der Untersuchung der daraus entstandenen MR-DAESs
zu. Im néchsten Kapitel betrachten wir dazu einige Beispiele.

Aus der Optimalitats-DAE (2.4) wurde im 2. Kapitel unter den zusétzlichen Voraussetzun-
gen

S (t) =0, V =0, R(t) positiv definit, ¢t € Z
und der Festlegung
R(t):=D@®)R @)D" (t), teT

die Endwertaufgabe in Form einer matrixwertigen Algebrodifferentialgleichung vom Riccati-
Typ (MR-DAE)

BT () (AT (1) X (t))' B= BT (1) X" (1) C (t) + CT (t) X (t) B (¢) (3.1a)
-BTWOXTWRMHXH)BA)+W(t), tel
(BTATXB)(T)=0 (3.1b)
hergeleitet. Hierbei sind
At) el <]R",1Rk) , X(t) el <1R”,IR’“> ,
B(t) € L(R™,R"), R(t)eL <Rk) ,
Ct)el <]R’”,IR’“) , W (1) € L(R™).

Fiir die Uberpriifung der Bedingungen fiir die propere Formulierung des Hauptterms und
den Traktabilitdtsindex der MR-DAE, ist es zunéchst erforderlich die MR-DAE in eine DAE
der Form (1.1) zu iiberfiihren. Dieser Schritt, die so genannte Vektorisierung, wird im folgenden
Abschnitt behandelt.

Anschliefend beginnt die Analyse der vektorisierten Gleichung. Wir betrachten den Haupt-
term, untersuchen den Traktabilitdtsindex und werden herausfinden, inwiefern sich der re-
guldre Traktabilitdtsindex 1 der Optimalitdts-DAE auf die MR-DAE {ibertrégt. Es wird sich
zeigen, dass sich die Index- und Lésbarkeitseigenschaften der Optimalitéts-DAE von denen der
MR-DAE unterscheiden. Die Regularitdt der Optimalitdts-DAE wird nicht auf die MR-DAE
iibertragen.

3.1 Vektorisierung

Zunéchst wird die matrixwertige Gleichung in eine vektorwertige Form gebracht. Als Ergebnis
erhilt man eine Algebrodifferentialgleichung mit Werten in R*". Eine Aufstellung der dazu
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benétigten Definitionen und Rechenregeln fiir das Kronecker Produkt ® und den vec-Operator
sind in Abschnitt A.4 zu finden.

Im Folgenden werden die Argumente weggelassen. Falls nicht anders angegeben, werden
jeweils die Koeffizienten punktweise in ihren Argumenten betrachtet.

Definition 3.1 (Vektorisierte MR-DAE). Die Gleichung

— (B @ BY) ((I, ® A™) vec X)I = (P (m,m) + I,,2) (BT ® CT) vec X (3.2a)
- (BT ® BT) vec (XTRX) +vec W

mit der Nebenbedingung
(BT ® BT AT) vec X) (T) = 0 (3.2b)
wird die mit (3.1) assoziierte vektorisierte MR-DAE genannt.

Rechtfertigung fiir Definition 3.1. Einige Resultate aus den Lemmata A.10 und A.12 werden
in den folgenden Berechnungen verwendet. Die wichtigsten sind

o 3P (k,n) € L(R*): vec(XT)=P(kn)vecX, VX eL(R"R"),
o (CT®BT) =P (mm)" (B"®CT)P(n,k) und
o P(n,k)=P(k,n)'=Pkn)T.
Nun wird (3.1a) vektorisiert, dazu wenden wir den vec-Operator auf die Gleichung an. Es
ergibt sich
vec (=BT (ATX)' B) = vec (BTXTC + CTXB ~ BTXTRXB + W)
— = (BT@BT)vec (ATX)’
= (CT @ BT) vec (XT) + (BT ® CT) vec X
— (BT @ B”) vec (XTRX) + vec W
— = (BT@BT) ((I, ® AT) vec X)’
- [(c ® B)T P (k,n) + (B ® C)T} vec X
— (B® B)" vec (XTRX) + vec W
- [P (m,m)” (B C)T P (n,k) P (k,n) + (B® C)" | vec X
—(B® B) vec (XTRX) + vec W
= (P (m,m) +I,2) (B®C)" vec X
— (B® B)" vec (XTRX) + vec W.
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3.2 Proper formulierte MR-DAEs

Der Traktabilitétsindex ist fiir proper formulierte Algebrodifferentialgleichung definiert. Daher
wird zunéchst der Hauptterm der vektorisierten MR-DAE auf propere Formulierung unter-
sucht.

Esist Ay = BT®@B”T und Dy = I® AT. Nach Definition hat die vektorisierte MR-DAE genau
dann einen proper formulierten Hauptterm, wenn das geordnete Paar ((BT ® BT) , (I ® AT))
gut zusammenpasst. In diesem Fall bezeichnen wir auch den Hauptterm der MR-DAE als
proper formuliert.

Satz 3.2 (Proper formulierte vektorisierte MR-DAE). Das geordnete Paar (A, B) aus
(3.1) sei gut zusammenpassend. Dann hat die vektorisierte MR-DAE (3.2) einen proper for-
mulierten Hauptterm genau dann, wenn fir alle t € T gilt

ker BT (t) = {0} .

Beweis. (—) Seien zunichst fiir alle t € 7

ai=rgA(t) =g AT (1), A()eL(RR),

bi=rgB(t)=1g B’ (t), B(t)eL(R"R"),
R"™ =ker A (t) ®im B (t), (3.3)
R™ = ker (BT (t) ® BT (t)) @ im (I, ® AT (1)) (3.4)
Dann folgt aus (3.3) und (3.4)
(n—a)+b=n und (n® = b?) + na = n”.

— a=1b und a® =na

— n=a=>o

— ker A (t) = {0} und imB (t) =R", firallet €7

(< ker B (t) = {0} und im AT (t) = R"™, firallete€Z ).

(«—) Alle folgenden Betrachtungen erfolgen punktweise in ¢t € Z. (A4, B) aus (3.1) seien gut
zusammenpassende Matrizen. Dann folgt mit Lemma 1.3, dass auch (BT, AT) gut zusammen-
passen. Weiterhin gelte ker BT = {0}.

Dann gilt (aufgrund von Definition 1.2) ker BT @ im AT = R™ und der Projektor R := I,
realisiert die Zerlegung (1.4). Es ist {0} = ker BT = ker R und im A7 = im R = R".

Mit R := I, ® I,, = I,,2, R Projektor, im AT = R" und ker BT = {0} folgt

imR = im (I, ® I,) = R" = im (I, ® AT)
ker R = ker (I, ® I,,) = {0} = ker (BT @ BY),
R"™ = ker (BT @ BT) @ im (I, ® A7) .
— ((BT ® BT) ) (In ® AT)) passen gut zusammen. O

Die Bedingung ker BT = {0} kennen wir schon aus Satz 2.6. Fiir proper formulierte DAEs
ist sie dquivalent mit ker A (¢) = {0} (bzw. im B = R" und im AT = R"™). Ab jetzt werden
wir nur noch solche DAEs untersuchen.
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Diese weitere Voraussetzung erfordert eventuell eine Refaktorisierung der DAE. Sie schrankt
die Menge der DAEs, die betrachtet werden kénnen jedoch nicht ein. Fiir jede proper formu-
lierte DAE kann der Hauptterm so refaktorisiert werden, dass die Bedingung ker BT = {0}
erfiillt ist [M&r02b]. Fiir reguldre DAEs wurde dort nachgewiesen, dass der Traktabilitdtsindex
bei einer solchen Refaktorisierung unveréndert bleibt. Im Beweis werden die Matrixketten der
DAE und ihrer Refaktorisierung verglichen. Es zeigt sich, dass die Elemente der Matrixkette
identisch gew#hlt werden kénnen. Daher ist die Aussage auf singuldre DAEs iibertragbar. Der
Traktabilitdtsindex bleibt auch fiir singuldre DAEs unter Refaktorisierung unveréndert.

A A(t) 0
Mit ker A (t) = {0} ist fiir die Optimalitdts-DAE (2.5) auch ker A (¢) = ker < 0 BT(t)> =
0. 0

{0}. Dann ist also n = rgA(t) = r, » = 2n = 2r. In diesem Fall hat die inhérente,
explizite, reguldre gewdhnliche Differentialgleichung einer reguldren Optimalitdts-DAE mit
Traktabilitdtsindex 1 eine Hamilton-Struktur [BKMO03] . Falls dagegen n > r ist und ins-
besondere im B (t) ein r—dimensionaler zeitabhingiger Unterraum des R™ ist, kénnen die
Hamilton-Eigenschaften nicht gesichert werden [BKMO03]. Fiir die Behandlung von Riccati-
transformierten optimalen Steuerungsaufgaben ist ker A = {0} aufgrund der Bedingungen
fiir die propere Formulierung von Optimalitdts-DAE und MR-DAE (vgl. Satz 3.2) ohnehin
notwendig. Aber auch fiir die numerische Integration kann man sich die Eigenschaften Hamil-
tonscher Gleichungen zu Nutze machen [HW96].

3.3 Matrixkette fiir MR-DAESs

Das folgende Lemma beschreibt die Elemente der Matrixkette der MR-DAE. Von nun an sei
x:=vec X € R™, fiir jedes X € L (R”,Rk).

Lemma 3.3. Fir die Elemente der Matrizkette der MR-DAE gilt punktweise int € 7, X €
L (R",R)
AO:BT®BT€L<R"2,Rm2>, DO:[n®AT€L<Rk",R"2),
Go=BToBTAT c L (]R”’“,]R’”Q) , Df =1, (A%)",
Ny = ker (I, ® A7),
Q*O 0
Qo = ) P0:1n®(I—Q*0> und
0 Q*O
By = (P(m,m)+ I,2) (B" @ C") — (BT @ BTX"R)).
Beweis. 1. Berechnung von G und By
Go(t)= (BT@B") (I®A") =BT @ BTA” = (B AB)".
Fiir die folgenden Ausfithrungen werden die Ableitungsregeln fiir den vec-Operator aus

Abschnitt A.4 benétigt.

By (x,t) = [(P (m,m)T + [m2> (BT @ CT) vec X — (BT @ B) vec (X" RX) + vec W}

xT

= (P(m,m)+I,,2) (B®C)" — (B® B)" vec ([X"]_ RX + XTR[X],)
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= (P (m,m)+I,2)(B®C)"
—(BeB)" (XTR® I,) [vec (XT)]_+ (In® XTR) [vec (X)],)
= (P (m,m)+ I,2) (B® C)"
~ BB (XTR& I,) [P (k,n) vec (X)), + (In ® XTR) [vec (X)],)
= (P(m,m)+ L) (BeC)" — (B"XTR® BT) P (k,n) — (BT ® BTXTR)
= (P (m,m) +I,2) (B®C)"
— P (m,m) (BT ® BPXTR) P (k,n) P (n,k) — (B" ® BTXTR)
= (P (m,m)+I,2) (BT ® ") — (BT ® BTXTR)).

2. Berechnung von Ny und Qg N
Sei nun QI = Q.o Projektor auf ker BTAT = ker GI' (siehe dazu (2.6)). Aus den

Bedingungen fiir die propere Formulierung folgte ker BT = {0} und somit ker GI =
ker BT AT = ker AT. Damit ist dann

é*O 0
Qo =
0 Q*O
Projektor auf

Ny =ker Gy = ker (BT ® BTAT) .

Es ist ker (BT ® BTAT) = ker (I, ® AT), denn fiir Z € L (R",R¥) gilt

vec Z € ker G — (BT ® BTAT) vecZ =0
o BTATZB =0
(ker BT ={0}) o ATZB =0
o B” (4"z)" =0
(ker BT={0}) o ATz =0
> (In®AT) vecZ =0
> vec Z € ker (In ® AT) .

O

Von nun an wird die MR-DAE (3.1) reguldr (bzw. singulér) mit Traktabilitdtsindex p = 0
oder 1 genannt, falls die vektorisierte MR-DAE (3.2) reguldren (bzw. singuldren) Traktabili-
tatsindex p = 0 oder 1 hat.

Im folgenden Kapitel werden wir MR-DAEs untersuchen, die aus Optimalitits-DAEs her-
vorgehen, die mit Optimalsteuerungsproblemen mit gesteuerten, semi-expliziten DAEs asso-
ziiert werden. Es wird sich zeigen, dass - fiir den Fall A oder B singuldr - mittels Riccati-
Transformation eine singuldre MR-DAE entsteht. Diese ist, aufgrund ihrer teilweise symme-
trischen Struktur, formal iiberbestimmt und dennoch eventuell 16sbar. Im letzten Abschnitt
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dieses Kapitels wird die MR-DAE noch einmal betrachtet, diesmal mit dem Ziel durch Auf-
stellen von Konsistenzbedingungen Ldésbarkeit sicherzustellen und durch Entfernen von red-
undanten Gleichungen eine eindeutig losbare DAE mit regulérem Traktabilitdtsindex 1 zu
erhalten.

Zunichst sehen wir uns jedoch den Spezialfall eines Optimalsteuerungsproblems mit einer
gesteuerten Algebrodifferentialgleichung mit regulérem C:’o an. Damit ist m = k = n und die
Koeffizienten A und B sind reguldr auf Z.

3.4 Optimalitits-DAE mit regulirem G,

Optimalitéts-DAEs, bei denen Gy = AB regulér ist, kdnnen dquivalent in explizite, regulire
gewohnliche Differentialgleichungen iiberfiihrt werden. Insbesondere dann, wenn die Inverse
von Gy nicht bekannt ist, ist dies jedoch oft nicht wiinschenswert. Eine solche Gleichung wird
dann wie eine Algebrodifferentialgleichung behandelt. Wir betrachten damit also gleichzei-
tig den allgemeinen Fall eines Optimalsteuerungsproblems mit einer gesteuerten, impliziten,
reguléiren gewohnlichen Differentialgleichung.

Satz 3.4 (Traktabilititsindex der Optimalitiits-DAE). Es sei Go (t) fir alle t € T
requldr. Dann ist die Optimalitdts-DAFE requldr mit Traktabilititsindex 1 und die MR-DAE ist
requldr mit Traktabilitdtsindex 0.

Beweis. Es sei mun Gy (t) regulir fiir alle ¢ € Z. Fiir die Elemente der Matrixkette der gesteu-
erten DAE (2.6) gilt punktweise in t € Z

Go = AB regulér, Qy = 0, ég regulér und Q.0 = 0.

Damit sind die Bedingungen (2.8a) und (2.8b), d. h. die Bedingungen

G _Go(t)
ker [ Qo (t)C ()T | =0 und ker [ Q.o (t)C(8) | =0,
D(t)" Qo ()W (1)

erfiillt.
— Die Optimalitdts-DAE hat reguldren Traktabilitdtsindex 1.
Fiir die Elemente der Matrixkette der MR-DAE (vgl. Abschnitt 3.3) gilt dagegen

Ay = BT @ BT regulir, Dy = I, @ AT regulir,
Go= BT @ BT AT regular, G = Gy.
— Die MR-DAE ist reguldr mit Traktabilitdtsindex 0. O

Das Losen eines Optimalsteuerungsproblems mit einer gesteuerten, impliziten, reguldren
gewohnlichen Differentialgleichung fiihrt - {iber eine Optimalitdts-DAE mit reguldrem Trak-
tabilitdtsindex 1 - zu einer reguldren MR-DAE mit Traktabilitdtsindex(0. D. h. es ist nun
eine implizite, reguldre gewthnliche Differentialgleichung zu 16sen. Mit Hilfe von Satz 2.6 und
Lemma 2.3 ldsst sich dann die Losung des Optimalsteuerungsproblems finden.
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3.5 Erste Betrachtungen allgemeiner MR-DAEs in Bezug auf ihren
Traktabilitdtsindex

Die MR-DAE wird nun noch einmal in ihrer Originalform untersucht. Ziel ist es ein Teilsystem
herauszufiltern, das reguldren Traktabilitdtsindex 1 hat und gleichzeitig dieselben Lisungen
besitzt wie die MR-DAE. Es wird kein vollstdndiger Beweis geliefert, jedoch kann die nachfol-
gende Diskussion eine Grundlage fiir weitere Arbeiten darstellen.

Die MR-DAE

~BT (ATX)'B=BTXTC +C"XB - BTXTRXB+W (3.5)

wird unter der Voraussetzung ker BT = {0} betrachtet. Fiir die folgende Analyse bendtigen
wir die Beziehungen

B*B = (B™B)"
0=B-BB"B=B(I-BB")
—0=(I-B*B) BT,
— BT = BTBBT.
Wir multiplizieren nun (3.5) von links und rechts mit / = (I — B*B) + B* B und erhalten
~BT (A"X)'B=— B*BB” (A"X)' BB*B und
BTXTC+c"XB - B"XTRXB+W
=(I-B'B) (C"XB+W)B"'B
+ (I -B*B)W (I - B*B)
+BTB(B"X"C+W) (I - B'B)
+B"B(B"X"C+C"XB-B"X"RXB+W)B*'B.
Da BT B und (I — B'B) Projektoren sind entspricht (3.5) dem folgenden Gleichungssystem

~-BT (A"Xx)'B=B*B(B'XTC + ¢"XB - BTX"RXB + W) B*B

=BTXTCB*B+ B"BCTXB - BTXTRXB, (3.6a)
0=B*B(B"X"C+W) (I - B'B), (3.6b)
0=(-B'B)(C"XB+W)B"B, (3.6¢)
0=(I-B"B)W (I-B"B). (3.6d)

Dabei ist (3.6d) unabhéngig von X und somit als Konsistenzbedingung zu verstehen. Die
MR-DAE ist nicht 16sbar, falls (3.6d) nicht erfiillt ist. Andererseits gilt (3.6b) < (3.6¢), denn
es ist W1 = W und damit
(3.6b) = 0=B"B (B"X"C +W) (I - B™B)
=BT"X"TC + B*BW + B"X"CB*B+ B*BWB'B
—CT"XB+W (B*B)" + (B*B)' ¢"XB+ (B*B)" W (B*B)"
=B*BCT"XB+WB"B+C"XB+ B*BWB'B
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3 MATRIXWERTIGE DAEs voM RICCATI-TYP

=(I—B"B) (C"XB+W) BB < (3.6¢).
Das System (3.6) hat unter der Voraussetzung (3.6d) dieselbe Losungsmenge wie

T(ATX) B=BT"XTCB*B+ B*BCTXB - BTXTRXB, (3.7a)

0=(I-B*B) (C"XB+W)B"B. (3.7b)

Dabei ist (3.7a) die inhdrente Differentialgleichung, wéihrend die algebraischen Nebenbedin-

gungen in (3.7b) zu finden sind. Als néchstes soll die Frage geklart werden, unter welcher
Bedingung das System (3.7) reguldr mit Traktabilitatsindex 1 ist.

Wir vektorisieren nun (3.7). Diesmal werden jedoch (3.7a) und (3.7b) einzeln vektorisiert.

Analog zu den Ausfiilhrungen in Abschnitt 3.1 erhalten wir eine Gleichung der Form
— (BT @ BT) (I ® A7) vec X)' = (B*BCT ® B) P (m,m) vec X
+ (BT ® B*BCT) vec X — (BT ® B”) vec (X' RX)
vec (0) = (BT ® (I - BYB) C") vec X + vec ((I — BYB)WB'B) .

Damit erhalten wir

T T AT
Go <B ®B°4 > ist nicht regulédr
T T AT
{xeﬁm (P o)
0
{eer™|(BT@BTAT) s =0},
B — (m,m) +1I) [(B" ® BFBCT) — (BT ® BTXTR)]
0 BT @ (I - BtB)CT ’
((P (m,m) +1I) [(BT @ BY*BCT) — (BT @ BTXTR)]
2 BT ® (I -B*B)CT
So=<KzeR ( ) . (BT®BTAT>
€ 1m
0
(P (m,m)+1) [(BT @ BYBCT) — (BT @ BTXTR)] z
={zeR™ € im (BT @ BTAT)

BT ®(I-B*B)CTz =0

Es ist BYB = P, (vgl. Abschnitt 1.2 und die Anmerkungen zu (2.6)). Die DAE (3.7) ist
regulér mit Traktabilitdtsindex 1 genau dann, wenn Sy N Ny = {0} und Gy nicht regulér ist.

(BT @ BTAT) z =0,
(P (m,m)+1) [(B" ® B*BCT)
— (BT @ BPXTR)] z € im (BT @ BTAT) ,
(B"®(I-B*B)CT)z=0
2 I ATz =0,
Q{NR ' (I®(I—B(+B)CT))96=0 }

={0}

HSQQNQZ{O}Z xERm2

44



3 MATRIXWERTIGE DAEs voM RICCATI-TYP

—ker (I® AT)nker (I® (I — B"B)CT) = {0}
< im é*o N ker QOCT = {0}

— ker (éng> = {0} (3.8)

An den vorangegangenen Betrachtungen kénnen wir eine gewisse Ahnlichkeit zwischen den
Bedingungen (2.8) fiir regulédren Traktabilitdtsindex 1 der Optimalitdts-DAE und (3.8) erken-
nen. Tatsdchlich sichert (3.8) reguldren Traktabilitdtsindex 1 fiir (3.7), ist aber eventuell zu
restriktiv. Genauere Aussagen kann eventuell eine weitere Untersuchung der Bedingung

(P (m,m)+1)[(B" ® BYBC") — (B" @ B"X"R)| 2 € im (B" ® BT AT)

liefern. Eventuell ldsst sich dann ein exakter Zusammenhang zwischen (2.8) und den Bedin-
gungen fiir reguléren Traktabilitdtsindex 1 von (3.7) feststellen.
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4 Analyse der Eigenschaften von speziellen MR-DAEs

Bei der nun folgenden Analyse von matrixwertigen Algebrodifferentialgleichungen vom Riccati-
Typ konzentrieren wir uns auf eine spezielle Form von Gleichungen. In der Vergangenheit hat es
sich immer wieder bew#hrt zunéchst semi-explizite DAEs zu betrachten. Aufgrund ihrer etwas
einfacheren Struktur interessieren uns hier solche MR-DAEs, die aus Optimalsteuerungspro-
blemen mit gesteuerten, semi-expliziten Algebrodifferentialgleichungen entstehen. Zunéchst
betrachten wir die Eigenschaften von Optimalitdts-DAEs die zu diesen Optimalsteuerungs-
problemen gehéren. Anschliefend wird die Riccati-Transformierte solcher Optimalitédts-DAEs
genauer untersucht.

Die Eigenschaften der MR-DAEs, die aus Optimalitdts-DAEs mit reguldrem Traktabilitéts-
index 1 entstanden sind, spielen eine besondere Rolle. Aussagen {iber ihren Traktabilitdtsindex
interessieren uns besonders. Es seien wieder

S(t)=0, V=0und R(t) € L (]PJ) , R(t) >0, fir alle t € 7. (4.1)

Die Ausfiihrungen sind von nun an punktweise in ¢t € Z zu verstehen.

4.1 Optimalsteuerungsprobleme mit gesteuerten, semi-expliziten DAEs
und ihre Optimalitits-DAEs

Die zugrunde liegende gesteuerte DAE sei von semi-expliziter Form. Es seien m > n, k > n
und [ beliebig aus N. A und B haben die Form

A= (%) €L <]R",]Rk) , B=(I, 0)cL(R™R") (4.2)

und es seien

€= (gi g@ = (0 &) € L (R™RE).

p-(m) -l erfm)

— Wll W12 _ nxn nx(m—mn) m
= <W21 W22> - <(m—n)Xn (m—n)x(m_n)) e L(R™)

entsprechend partitioniert. Wir betrachten nun die DAE

7y = Cy1mq + Chawe + Dyu
0= Co121 + Cogxo + Dou

mit dem Kostenfunktional (2.1)
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4 ANALYSE DER EIGENSCHAFTEN VON SPEZIELLEN MR-DAES

und die zugehorige Optimalitéts-DAE (2.4)

(2} = Crizy + Craze + Dyu
0= Co121 + Cogxo + Dou

— ¢} = Wiz + Wigaa + Cf 11 + Ca11) (4.3)
0 = Worz1 + Waszo 4+ Clytpr + CLaps
0 = DTy + DIy + Ru.

Lemma 4.1 (Traktabilititsindex der Optimalitits-DAE). Die Optimalitits-DAE (4.3)
ist reguldar mit Traktabilititsinder 1 genau dann, wenn die Bedingungen

Ker <%2§2) — {0} und ker (%z) — {0} (4.4)

erfillt sind.

Beweis. Wir betrachten die Bedingungen (2.8a) und (2.8b) fiir reguléren Traktabilitdtsindex 1
dieser speziellen Optimalitdts-DAE. Zunéchst ist

- I, 0\ =~ ~ (0 0 ~

Dabei ist O Projektor auf ker Go und O, Projektor auf ker CNJOT In diesem Fall gilt (2.8a)
und (2.8b)

I, 0 I 0
0 0
0 0 0 0
- ker | 0 0 | ={0}, ker = {0}
T AT Co1 Oy
Ciy Cyy
pI pr 0 0
! 2 War Waa
cL C
ker ( 2] = {0}, k < 22) = {0}.
— er <D§> {0} er Was {0}

4.2 Traktabilitdtsindex der dazugehérigen MR-DAE

Die MR-DAES, die aus Optimalitits-DAEs der Form (4.3) entstehen, sind immer proper for-

muliert. Es ist nimlich ker BY = ker (I(?) = {0} (vgl. Satz 3.2).

Zusétzlich zu den oben gewahlten Bezeichnungen seien nun auch

ST p_ (P11 Ri2\ _ [ axn nx(k—n) k
DR™'D —R—<R21 i = (e i) € L(RY) und

x=(3) =) e L(R"RY)
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4 ANALYSE DER EIGENSCHAFTEN VON SPEZIELLEN MR-DAES

entsprechend partitioniert. Wir betrachten die zugehorige MR-DAE. Es ist

@) (o) e o
(o (@ &) (@ &)
0) (xT X2)<g;> R (DT DY) @1) (1 o)

X
G %)

War Waa

(1) x _(XT X3\ (Cu Cu cl ¢\ /x1 o
<0> X 0)_< 0 0 Co1 Cx * ch cL)\Xy 0
XlT Xg D1\ 51 T T X; O
_<0 2 (o) B or o) (g

n <W11 W12>
War Waa

B (X{ o> _ (XlT Cn+XIcy XTC+ XT 022>
0 0) 0 0

B (XlTDl + Xng
0

n <W11 W12>
War Waa

B (X; o> _ (XlT Ci +XTCy XTCOp+ XT 022>
0 0/ 0 0

B ((XlTDl + XTDy) R (DT Xy + DI X) 0>

0 0
n (Wn W12>
War Waa

> R (DI X1+ DX, 0)

— X} =X{Cn + X Cor + CHL X1 + CL X (4.5a)

— (XI'Dy + XI'Dy) R (DY Xy + DY Xo) + Wiy
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4 ANALYSE DER EIGENSCHAFTEN VON SPEZIELLEN MR-DAES

0=X{ Cia+ XTI Co + Wiy (4.5b)
0 ZCgXl + CZTQXQ + Woy (4.50)
0 =Was. (4.5d)

Aus (4.5) und den Bedingungen (4.4) fiir reguldren Traktabilitdtsindex 1 der Optimalitéts-
DAE ergibt sich direkt der folgende Zusammenhang.

Bemerkung 4.2.
1. Die Bedingung (4.5d) ist fiir die Losbarkeit der MR-DAE (4.5) notwendig.
2. Die Optimalitats-DAE (4.3) sei reguldr mit Traktabilitdtsindex 1 und die Konsistenzbe-
dingung (4.5d) sei erfiillt. Dann gilt: ker Coa = {0} und ker (g{%) = {0}.
3. Es sei ker CL, = {0}.

e Fiir m = k gilt: C9o ist reguldr und die Optimalitdts-DAE hat reguldren Traktabi-
litdtsindex 1, unabhéngig von Dy und Was.

e Fiir m # k gilt: Falls die Konsistenzbedingung Wss = 0 erfiillt ist, so hat die
Optimalitéts-DAE nie reguldren Traktabilitdtsindex 1.

4. Die Gleichungen (4.5b) und (4.5¢) sind identisch. Es gilt ndmlich
X{Crz+ X3 Coo + Wiz = (CLX1 4+ CHXo + W21)T-

Unter der Konsistenzbedingung Wss = 0 hat die matrixwertige, nichtlineare DAE

~X{ =XTC1 + XFCor + CTL X1 + CL X (4.6a)
— (XT'Dy + XI'Dy) R (DY Xy + DY Xo) + Wiy
0 :CgXl + CZTQXQ + Wor (4.6b)

daher dieselbe Losungsmenge wie (4.5).
Satz 4.3 (Traktabilitdtsindex der MR-DAE (4.5)).

1. Es sei ker C, = {0}. Dann ist die MR-DAE (4.5) singulir mit Traktabilititsinder 1.
Die DAE (4.6) hat reguliren Traktabilititsindez 1 und ist daher eindeutig losbar. Falls
Wao = 0 ist, hat sie dieselbe Losungsmenge wie (4.5).

2. Es sei ker C1, # {0}. Die Bedingungen fiir requliren Traktabilititsindex 1 der Optima-
litats-DAE (4.4) sind im Allgemeinen nicht hinreichend fir singuldren Traktabilitdts-
indexr 1 der MR-DAE. Zusdtzlich ist fiir m = k die MR-DAFE nicht lésbar, falls die
Optimalitdts-DAFE reguldren Traktabilitatsinder 1 hat.

Beweis. Wir betrachten den Teil der Matrixkette, der fiir die Analyse des singuldren Trakta-
bilitdtsindexes 1 der MR-DAE notwendig ist.
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e Es ist

Il
I~ TN
o
~

®

— g Gy =n”.

Damit folgt

Ny = {z:(zl,...,zkn) GRkn

V1i<j<n,1<i<n:
Z(j—1)k+i = 0

und

_ 0n><n 0 nk)
Qo—In®< ’ Iw) €L<1R

<0n0m 1k0n>
(0 )
e Als niichstes wird
By = (P(m,m)+1I,2) [(B" ® CT) — (BT @ B"X"R)]
(5)= (5)x7s)
(5)= (%")

ermittelt. Dazu betrachten wir zunéchst

(B"®C") - (B" @ B"XTR) = <Ig> ®CT

XTR
T _
(")
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4 ANALYSE DER EIGENSCHAFTEN VON SPEZIELLEN MR-DAES

t11 12

EsseiT=(Ty T)=| : : | e L(R*R™).Fiir 1 <i<mistt;; €R", t;2 €
tm1 tm2

RF™ und t; := (tl- 1t 2) . Dabei wird T" wie folgt festgelegt

(Cli — Z;nzl xjﬂ’jl yevey Cpg— Z;nzl Cﬂjirjn) s falls 1 S 7 S n
li1:=
(Cli e Cni) yfallsn+1<i<m
und
(C(nJrl)Z- = DL BT 1) seees Chi T Dljeg le-rjk> yfalls 1 <i<n
tio =
(C(n-i—l)i gee ey Cki) , falls n+ 1 S 7 S m.
XTR Int11 lnt12
Dann gilt T = CT — ( 0 > , : = C{, und : = C%,. Mit dieser Defini-
tm 1 tm 2
tion konnen wir nun iibersichtlicher weiter rechnen. Es ist
ty
tm
(B"®CT) - (B" @ B"XTR) =
ty
tm
O(mQ—mn)Xk S O(mQ—mn)Xk

und mit Lemma A.12 folgt
By=P(m,m)[(B"®C") - (B" @ B"X"R)]

131
ty
O(mfn)xk s O(mfn)xk
tm
tm
O(m—n)xk s O(m—n)xk

e So ergibt sich
BoQo = (P (m,m) + I,2) [(BT ® ¢T) — (BT @ B'XTR)] Qq
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R
I, 0o ¢ -xT (7
= (P (m, m) + Imz) <0> ® 2 <R22

0 %

0 2t19
0 tn2 0 t12
0 tmo
0 t,o 0 t12

0 2,9

0 tm2
0 tni12

0 lnt12
O(m—n)xk O(m—n)xk
0 tm2

0 b 2
O(mfn)xk O(mfn)xk

und

Gi=Go+ByQo € L (Rnk,Rm2>
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2t1 9
I, :
7511 2 0 t12
0 tnti2
0 tm 2
0 tn o t12
I,
_ 2tn 2
0 tny12
0 tm 2
0 tnt12
0 tnt12
O(m—n)xn O(m—n)xk—n s O(m—n)xn O(m—n)xk—n
0 tm 2
0 tm 2
O(m—n)xn O(m—n)xk—n s O(m—n)xn O(m—n)xk—n

_. <gi ;) , wobei G171 € L (Rk",Rm”) L Gioc L (R’“”,ng—mﬂ .

G
— 18G1 =18 <G1;> =r1gG11
=n?+nrg (027“2)

Es ist also ker G; = {0} <> rgG1 = kn < 1gCa = k — n < ker CL, = {0}. Wir betrachten
nun die verschiedenen Félle.
1. Es sei ker CZ, = {0}. Dann folgt N; = {0} und Q; = 0.
—Ny© (NgN'Ny) = Ny € R™ = ker 9y
—DoPyP1D, = R nur von ¢t abhéingig und stetig differenzierbar
—Gy # G1 = Ga.
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Daher hat die MR-DAE singuliren Traktabilititsindex 1, falls ker C4, = {0}.
Wir betrachten die DAE (4.6)

X, =xTcy + xToy + ol x, + cl X,
— (XTI Dy + XI'Dy) R (DY Xy + DY Xo) + Wiy
0 :C%;Xl + CQTQXQ + Woy.

unter der Bedingung ker C4, = {0}. Wir legen fest

J1(X1, Xo) = vee (X Cn + XT Cor + Ofy X1 + CF1Xs)
—vee (X Dy + XJ Dp) R™ (DT X1 + DI Xa) + Wi )

fg(Xl,Xg) =vec (ClTQXl + CgQXQ + WQl)
= (In ® C’fz) vec X1 + (In ® C2T2) vec Xo + vec Woq

Dann lésst sich (4.6) in vektorisierter Form und properer Formulierung kompakt als

InQ VecX1 ! f1 (Xl,Xg)
(In2 0) =
0 VGCXQ f2 (X17X2)
schreiben. Wir erhalten weiter

0
By = <[f1(X1’X2)]VeCX1 [fl(Xl’XQ)]Vec)Q)

I, ® CL, I, ® CL,
und es folgt mit ker Cos = {0}
NoN Sp :{ <2) e R™, 2 2 gzz’_nQ ) = O}
() em iR
() e 2

= {Onk} .

— Das Teilsystem (4.6) ist unter ker Cyy = {0} reguldr mit Traktabilitdtsindex 1. Falls
Wao = 0 ist, so ist (4.6) dquivalent zu (4.5) (vgl. Bemerkung 4.2).

Gy = (I"Q 8) ist nicht reguldr

(In & Cg) T+ (In & Cg;) To = 0}

I :0,
(I,®Ch)z =0

2. Es sei nun ker CL, # {0}.

e Die Bedingungen (4.4) fiir reguléren Traktabilitdtsindex der Optimalitéts-DAE sind
im Allgemeinen nicht hinreichend fiir singuldren Traktabilitdtsindex 1 der MR-DAE
(vgl. Beispiel 9 Fall 2 in Abschnitt 4.3).

o4
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e Zusitzlich sei nun m = k und die Optimalitdts-DAE habe reguldren Traktabilitdts-
index 1. Aus ker <g/2222> = {0} aus (4.4) folgt dann: Way # 0. Andererseits ist die

MR-DAE fiir Way # 0 nicht losbar (vgl. Bemerkung 4.2).
U

Die Bedingung Wy = 0 ist also einerseits notwendig fiir die Losbarkeit der MR-DAE. An-
dererseits folgt mit ker CJ, = {0}, dass nur der Teil der Algebrodifferentialgleichung bewertet
wird, der Ableitungen enthélt. Daher ist es durchaus sinnvoll nur diesen Teil zu steuern und

D= (%l ), also Dy = 0, zu wahlen.

4.3 Einige Beispiele

Beispiel 9 (Ein kleines Beispiel). Seien jetzt m = k = 2,n = 1. Dann ist

1
A:<0>, B=(1 0), A =B"@B"=

o O O

1

Do=IL® A" = (1 0), D0:<0

>, R =DoDy =1,

21:0},

Go =

0 O
Q0=<0 1>-

Fiir By, G1, N; ergibt sich damit

, No= {ZZ (21,22)" € R

o O o
o O O O

By = (P (m,m) +I,2) [(B" ® CT) — (BT ® BTX"R)]

(/1 0 0 0

~|fo o 10 1 r (1 1

“1lo 100 TH [<0>®C _<0>®<0> (=1 xQ)R]
\0 0 0 1
2 0 0 0\ [/ci1 21

o 01 10 Cl2 €92 . 1 Tr1 T2

“lo 11 0 0 0 <0>®<0 o)R
0002/ |\o o
2 0 0 0\ [/ci1 21 1711 + Xarar  T1T12 + Toreo

. 0 1 1 0 C12 (€929 _ 0 0

“lo1 10 0 0 0 0
000 2 0 0 0 0
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2(c11 —xir1 — xar1) 2 (co1 — 112 — T2T22)

_ c12 €22
c12 €29 ’
0 0
G1=Go+ BpQo
10 2(cn1 —xrn —xor21)  2(co1 — 112 — T2T22)
o 0 O + C12 C292 0 0
o 0 0 C12 C292 0 1
0 0 0 0
1 2(co1 — 1712 — T2r22)
o 0 C22
o c22
0 0
und
N1 = {Z S ]R,Q{ zZ1 = —2 (621 — 1712 — $2T22) Z9, C2229 — O} .

1. Fall Fiir den Spezialfall cos # 0 gilt

Nl - {0} ) Ql = 07
Go =G+ B1Q1 = Gh, ker Q1 = R? und
DyPyP1Dy = DoDy DolsDy = DyDy =R =1,

wobei R unabhéngig von x und stetig nach ¢ differenzierbar ist.

— Fiir coo # 0 ist die Gleichung singuldr mit Traktabilitdtsindex 1.

2. Fall Fiir den Fall coo = 0 kann Index 1 nicht garantiert werden. Um dies zu verdeutlichen
betrachten wir den folgenden, akademischen Fall. Es sei cog = ¢192 = ¢co1 = 0 und
R =1I. Dann gilt

N12{26R2{21:21'222},
1 0 0 0
a-(cx o) m-(d 1)
o 0 g
_ 10 0 0 1
pomms =05 5) (L 9) (o)

By = und

o O O O

Go=G1+B19;
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1+2 (611 — .%'1) —2x9

B 0 0
- 0 0
0 0

£ G

— Fiir co2 = 0 hat die Gleichung im Allgemeinen nicht Index 1.

Beispiel 10 (Ein etwas grofieres Beispiel). Es seinen m = k =4 und n = 2. Dann ist

1 0
0 1 1 0 0 O
A=10 of B_<0100>’
0 0
ci1 ot Cl4
C=|: . i |eL®Y, Coo = <C33 034> 7
) ’ C43 C44
c41 v Caa
BT 040
AT 0
Apg= | Osx2 BT |, Dy = <0 Z>1<“4> ;
Ogx2  Ogx2 x4
BT AT 0404 (1) ? 0
Go=| 04xa BTAT ], BT AT = 0 ,
Ogxsa  Osxa 0 0
N 0 0
_[(Qs« O ~ 0
0 1

und
_ _ T 8 _ _ _ _
No—{Z—(Zl,...,Zg) eR ‘2’1 —22—2’5—26—0}.
Als néchstes berechnen wir By. Dazu betrachten wir zunachst

(B"®CT) - (B" @ B"X"R)

10 10 10
_lo 1 r [0 1 0 1| o7
“lo o ®C 0 0l®lo o X R
0 0 0 0 0 0
CT  04xs 10
| O0a CT ] |01 ®<XTR>
Og4xa  Ogx4a 0 0 02x4
Oaxa Oaxa 0 0
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XTR  09x4
CT 0O4x4 O2xa  O2x4
_ O4x4 CT . 0254 XTR
| Ouxa Osxa O2xa  O2x4
04><4 04><4 02><4 02><4
O2xa  O2x4

ot — <)(Tj%> O4x4

0254 .
— Ouscs cT — <)0( R)
2x4
O4x4 O4x4
O4x4 O4x4

Sei nun
t11 12
o |21 B2 ti;jeR?, 1<i<4, 1<j<2
i31 t32
la1 tao
ti:Z(til tig), firl<i<4
mit
<Cli — Z?:l xjﬂ“jl Co; — Z?:l .%'jﬂ“jg) 3 falls 7 S {1, 2}
ti1:=
<Cli 022‘) , falls 7 € {3,4}
und
<63i — Z?:l TjiTj3  Cai — Z?:l le-rj4> . falls i € {1, 2}
tio =
<Cgi 042') , falls i € {3,4} .
Dann ist

()
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und

By =[P (m,m)+ L,2] [(B" ® CT) — (B" @ BTX"R)] =

Es folgt weiter

0 2t19
0 t9o 0 t12 0 2t19
0 t32 0 t22 0 t12
0 tyo 0 CL
0 ta2 0 12 0 ta2 0 12
0 2tyo 0 2ty
0 t32 0 CL
BoQo = | t30 - 0 39
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und G1=
1 0 2 ( 03172?:1 xj1753 04172?:1 1754 ) 0
0 1 C32—Z§:1 Tjorj3 642—Zf:1 Tjaris C31—Z§:1 Tj1753 041—Zf:1 174
<033 043>
C34 C44
63272?:1 Tjor;3 042723;:1 TjaTi4 1 0 03172?:1 41753 04172?:1 Tj17T44
0 0 1 2( 032—2?:1 Tj2T;3 C42_Z§:1 wjora )
<033 043>
C34 C44
(cs3 cus)
(c33 cas3)
(c3a cas)
(c3a cas)

Daher ist ker G; = {0} genau dann, wenn ker (&3 &) = ker CL, = {0}, also Cay regulir
ist. Dann folgt Ng © (Ng N N1) = Ng € R® = ker Q; und die Gleichung hat singuliren
Traktabilitdtsindex 1.

Im Falle ker Cy # {0} ist die Gleichung auch hier im Allgemeinen nicht singuldr mit
Traktabilitdtsindex 1.

4.4 Ein konkretes Optimalsteuerungsproblem mit einer gesteuerten,
semi-expliziten DAE

Das folgende Steuerungsproblem und die zugehorige Optimalitdts- und Riccati-DAE wurden
bereits in [KM97] auf ihre Losbarkeit und Indexeigenschaften untersucht. Die Analyse erfolgte
dort jedoch nicht auf Grundlage der hier eingefithrten Theorie. Die propere Formulierung und
der singuldre Traktabilitdtsindex ermdglichen nun eine neue Betrachtung der semi-expliziten

DAE
G OE) =2 =) )+ () .

xz1(0) =1
mit dem Kostenfunktional
1 1 T a 0 0 T
a3 [0z ) () ()
a,3>0
Es sind dabei
n =1, m=k=2, =1,
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B:(l 0)’ C:(O C12>7
C21  C22
o _
W= , R=1,
@
V =0, R:DE*DT:<OO>.

01

Die zu (4.7) gehorige Optimalitdts-DAE hat die Struktur

(

OO OO
O O = OO

T ! 0 C12 0 0 0 T

0 0 0 ) C21 €22 0 0 1 I
-1 0 0 1 - 0 0 C21 0 ’lpl
2 B c12 ca O o

U 0 0 1 1 U

>
( 1"1 C12T9
0 C2171 + C22w2 + U
-y | = azxy + ca112
0 Bro + c12tP1 + cooth2 (4.8)
0 Yo+ u
T (O) =1
Py (1) =0.
C2121 + 2222 +24 =0
Weiterhin ist Mg = { 2 € R?| Bz2 4 c1223 + c2224 =0

z4+ 25 =0

Um mehr iiber die Bedingungen zu erfahren, unter denen die Optimalitits-DAE (4.8) re-
guldren Traktabilitdtsindex 1 hat, betrachten wir die Matrixkette der gesteuerten DAE. Es

sind

1
o= (!
0
0

~ 1
b= (!

Qo =

0
O )

0) _ 3T _ 05,

1
0 0 C12 0 0
O> + (Cgl CQQ) <O 1)

1 cr2
0 ¢/’

Damit lassen sich die Bedingungen (2.8a) und (2.8b) fiir reguldren Traktabilitdtsindex 1 wie
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folgt vereinfachen.

1 0

GT 0 0

(2.8a) — {0} =ker | QuCT | =ker [ 0 0
DT c12 €22

0 1

und

1 0

éo 0 0

(2.8D) o (0} =ker | 3uoC | =ker | ¥ ©
5w C12  C22

QO 0 0

0 B

Da 3 > 0 ist, ist die Optimalitéts-DAE (4.8) genau dann reguldr mit Traktabilitdtsindex 1,
wenn c3, + 3 # 0 (d. h. o2 # 0 oder 3 > 0). Dann ist sie auch eindeutig 16sbar.

Die daraus resultierende MR-DAE erhilt mit X = <?> die Gestalt
2

O (o) wo-()e el )« )@
() @ 1) @) 0+ 2)

—>
& 0\ _ (&az Giear + Sez n c12€2 0
0 0 0 0 c21€1 + c2& 0
(&0 (e 0
0 0 0 8)
& (1) =0.
Fiir die vektorisierte MR-DAE (3.2) erhélt man
1 , 2¢21&2 §260 a
0 &1 c12&1 + 2280 0 0
1 0 = _ + ,
0 <( ) <§2>> c1281 + c2282 0 0
0 0 0 3
&(1)=0
und damit
& 2c9162 + a — €2
0 c12€1 + 2282
= 4.9
0 c12€1 + 2969, (49)
0 B

62
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& (1) =0.

MOZ{Z€R2

c1221 + c222 =0
B=0

ist, ist die MR-DAE fiir Wy9 = 3 # 0 nicht 16sbar.
Im Folgenden soll der Traktabilitdtsindex der vektorisierten MR-DAE untersucht werden.
Dazu betrachten wir die zugehorige Matrixkette. Es ist

Q
=}
N\
O =
N~
X
N
O =
N~
—
—_
@)
SN—
I

o O =

)

C12 C22
0 0
G1=Go+ ByQo
10 0 2¢21 —28
o 0 O + C12 C22 0 0
o 0 0 C12 C22 0 1
0 0 0 0
1 291 —2&
o 0 C292
10 €22
0 0

Wir betrachten nun die verschiedenen Fille getrennt.
1. Fall co9 # 0. Es gilt
rg G1 = 2 = konstant,
No & (Ng N Ny) = Ny {0} = Nog € R* = ker Qy,
kerGi =N, ={0} — Q;=0e€C(Z,L(R™)),
P1=I, — DyPyP1D, = konstant € C* (Z,L(R™)),
G9o = G1 # Gy, singulér.
— Fiir coo # 0 ist die MR-DAE singulédr mit Traktabilitdtsindex 1.

2. Fall Fiir coo = 0 gilt auf der Ebene & = co1, dass Gy = G; ist. Dort hat die DAE
singuldren Traktabilitdtsindex 0.
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3. Fiir ¢95 = 0 und auferhalb der Ebene & = co; ergibt sich
rg G1 = 1 = konstant,
Gl 75 GOa
{Z—( 29 G]R,‘Zl+222(621—£2 —0}

)
(o D)
)

keI‘Ql {Z—(21 29 GR‘21_0}3N07
N()@(NoﬂNl)—N()@{O} = Ny C ker 9j,

0O O
o o C12 0
By = ByPy = A E
0O O
B9 = B #0,
— Gy £ Gy

— Fiir co3 = 0 hat die DAE dort weder singuldren noch reguldren Traktabilitdtsindex
0 oder 1. Der Traktabilitdtsindex fiir diese Gleichung ist entweder grofer 1 oder er ist
nicht definiert.

SchlieRlich soll die Losbarkeit der Optimalitdts-DAE und der MR-DAE fiir den Spezialfall
c1o = c91 = 0, 032 + 3 # 0 untersucht werden. Wir betrachten die Optimalitdts-DAE und die
MR-DAE nacheinander.

1. Die Optimalitdts-DAE hat die Struktur

) 0
0 C29T9 + U
)| = ary )
0 Bxo + c221)2
0 o +u
T (0) = 1,
U (1) =0

Coo29 — 24 = 0
Mgy = zeR° Bzo + co9z4 = 0

24 +25=0
Sie ist eindeutig l6sbar. Die Losung lautet
I 1
i) 0
Y| =|0-t)a
(0> 0
U 0
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2. Die MR-DAE hat die Struktur

&1 o —&
01 | c22é
0= ents | (4.10)
0 B
& (1)=0
und es ist
_ 2| C2222 =0
Mgy = {Z eR 6 -0 } .
Sie ist

a) fiir Wy = (8 # 0 nicht losbar.

b) fiir # = 0 16sbar und es folgt, aufgrund der Bedingungen fiir reguléren Traktabili-
tétsindex 1 der Optimalitdts-DAE, dass coo # 0 ist. Dann ist die MR-DAE singular
mit Traktabilitdtsindex 1. & = 0, & = 0 ist Losung der MR-DAE.

Falls die MR-DAE lssbar ist (6 = 0), folgt in diesem Fall (012 =co1 =0, 3y + 3 # 0)
sofort coo # 0. Daher haben dann Optimalitdts-DAE und MR-DAE gleichzeitig Index 1.
Allerdings hat die Optimalitdts-DAE reguldren Traktabilitdtsindex 1 und die MR-DAE;,
aufgrund der iiberfliissigen Gleichung, singuldren Traktabilitdtsindex 1.

Zusammenfassend konnen wir fiir dieses Beispiel folgendes feststellen.

e Aus einer reguldren, eindeutig losbaren Optimalitdts-DAE mit Traktabilitdtsindex 1
haben wir hier via Riccati-Transformation singulére, eventuell nicht 16sbare MR-DAE
erhalten.

e Falls die Losbarkeitsvoraussetzung 5 = 0 erfiillt ist, ist die Optimalitéts-DAE regulér mit
Traktabilitdtsindex 1 genau dann, wenn die MR-DAE singuldr mit Traktabilitdtsindex
1 ist.

e Das Teilsystem

G=a-&
0= 62252 (4.11)
&(1)=0

hat fiir 5 = 0 die selbe Losungsmenge wie (4.10). Jedoch ist (4.11) sogar reguldr mit
Traktabilitdtsindex 1, denn es gilt

1 —
Go=<0 8>7Q0=<8 $>730=<8 C§§2>'

— G = L =26 ist regular sobald cog # 0 ist.
0 2
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In den vorangegangenen Kapiteln wurde der Traktabilitdtsindex fiir spezielle quasilineare,
singulére DAEs eingefiihrt. Verschiedene Beispiele wurden dazu betrachtet. In diesem Kapitel
beschiftigen wir uns mit der Entwicklung eines Algorithmuses zur Bestimmung des Traktabi-
litdtsindexes von proper formulierten, reguliren und singuldren DAEs mit niedrigem Trakta-
bilitdtsindex 0 bzw. 1.

Die Algorithmen von R. Lamour [Lam01] fiir die Bestimmung des Traktabilitdtsindexes von
reguléren, linearen DAEs dienen als Grundlage fiir die Implementierung. Ebenso wie im regulé-
ren Fall kann auch der Index singuldrer, nichtlinearer DAEs iiber ihre Linearisierung bestimmt
werden. Beim Vergleich der Definitionen des singuldren und reguldren Traktabilitdtsindexes
wird klar, dass einige wichtige Bedingungen auf die neue Situation angepasst werden miissen.

Bei reguldren DAFEs sind die Matrizen Gy und G quadratisch. Fiir den Test auf Trakta-
bilitdtsindex p = 1 musste lediglich Gy = Gy + BpQq ermittelt und auf Regularitit getestet
werden. Fiir den Test auf hoheren, reguldren Traktabilitdtsindex konnte fiir die Konstruktion
von Q; die Nebenbedingung

Q91 =0, (5.1)

genutzt werden [Lam01]. Sie ist fiir j = 1 &quivalent zur Bedingung 2ii aus Definition 1.4
(No g ker Ql)

Bei singuldren DAEs stellt sich die Situation nun etwas anders dar. Gg = Ay Dy ist eventuell
nicht quadratisch. Zusétzlich ist die Bedingung (5.1) fiir singuldre DAEs im Allgemeinen nicht
erfiillbar. Es muss eine neue Bedingung an den Projektor Q; gestellt werden, die der Bedingung
Ny © (NoN Ny) C ker Qp entspricht und eine Konstruktion des Projektors Q; ermoglicht.
Nachdem B; und Q; berechnet wurden ist ein Test G; = G2 (d. h. B;Q; = 0) moglich.
Da auch der singulére Traktabilitdtsindex unabhéngig von der speziellen Wahl der zuldssigen
Projektoren ist, kann ein beliebiges Q; ausgewdhlt werden, welches die Bedingungen erfiillt,
ohne dass der Traktabilitdtsindex beeinflusst wird.

Bevor wir uns jedoch mit der Konstruktion der Matrixkette und dem Algorithmus selbst
beschéftigen, werden zundchst wichtige Zusammenhénge von Projektoren, verallgemeinerten
Inversen und der Singuldrwertzerlegung (SVD - engl. Singular-Value Decomposition) aus der
entsprechenden Literatur zitiert.

5.1 Theoretische Grundlagen

Zunichst stellen wir den Zusammenhang zwischen der Singuldrwertzerlegung (SVD) einer Ma-
trix und ihren reflexiven Inversen dar. Im Abschnitt A.3 sind weitere elementare Eigenschaften
von verallgemeinerten reflexiven Inversen und Projektoren zu finden. IThre Kenntnis ist fiir das
Verstandnis dieses Kapitels ebenso notwendig, wie die im 1. Kapitel eingefiihrte Theorie von
Algebrodifferentialgleichungen.

Lemma 5.1 (Existenz der SVD). [HH9j] Es sei A € L(R™,R") mit rgA =: r. Dann
existieren unitire Matrizen U € L(R™) und V € L(R™), sodass UTAV =% € L(R™,R")
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mit

= > 0

Y=

(4 o)

Y =diag(o1,...,04),

o12>092>---2>0p>0.
Dabei sind o1, ...,0, gerade die von 0 verschiedenen singuldren Werte. 3. ist dabei eindeutig
bestimmdt.

Die Zerlegung A = ULV heifit Singulirwertzerlegung von A.
Wir konstruieren nun mit Hilfe dieser Zerlegung eine reflexive Inverse zu A. Dazu verwenden
wir das folgende Lemma.

Lemma 5.2. [Zie79] Es sei A € L(R™,R") und A =U (g 8) VT, ¥ = diag (o1,...,0,)

die zugehdorige Singuldrwertzerlegung. Dann ist jede reflexive Inverse A~ € L (R™,R™) von A
wie folgt darstellbar

_ yl Mo T
AT=V <M1 M12M2> U

v (3 sa)uT
- ]\41 T 2 .

Dabei sind M; € L (R",R™™ ") und My € L (R"™",R") frei wdhlbare Matrizen.

My und My werden durch die Projektoren A=A = P und AA™ = R eindeutig bestimmt
(vgl. Lemma A.6).

Fiir die folgenden Betrachtungen werden die Bezeichnungen der einzelnen Elemente der
Matrixkette, die in Abschnitt 1.2 eingefiihrt wurden, verwendet.

5.2 Anfang der Matrixkette und propere Formulierung

Um die Matrizen Ay, Do, Go und den Projektor Qg zu bestimmen, wird der Algorithmus von
R. Lamour nahezu unverdndert ibernommen. Lediglich durch die verdnderten Dimensionen
der Koeffizienten Ag und Dy wurden einige Anpassungen notwendig. Wir folgen zunéchst den
Ausfiihrungen in [Lam01] und erhalten

by
AOZUA0< Ao 8>VX:)€L<]R”;]R.]€)’

0
— 2_1 MA 2 > T
AT =V, Ao 0 Uiy
0 Ao <MA01 Mag1SagMag1) A
by
Dy =Up, ( 0" 8) Vh, € L(R™R"),
_ »ok Mp.s ) T
Dy =V, Do 0 .
0 Do <MD01 Mpy1¥p,Mpy1) 2o
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Es sei (g; §i> — H := V] Up, wnd Z := S0 H\%p,, Z = UsS, V¥ die zugehsrige SVD.

Dann ist

Go= AyDo € L (Rm,lak)
Y4 0 Yp, 0
= UAO ( 00 O) VIZZ)UDO ( 5)0 O) Vgo
Ya, 0
= Ug, ( 00 0) Ve,

und die SVD von Gy ldsst sich mit Hilfe der Singuldrwertzerlegungen von Ay, Dy und Z
schreiben. Es ist

U vE
UGO:UAO< z I> und VGTO:<Z I)vg.

Jetzt muss der Hauptterm auf propere Formulierung tiberpriift werden. Dies geschieht wie im
reguldren Fall. Dabei konnen die freien Parameter Mp, o und M4,; fiir Ap und Dy bestimmt
werden [LamO1].

Mpq2 = Sp, Hi ' Ha,
My, = HsH{ 'S0

Auch die Bestimmung von Q) erfolgt analog zum regulédren Fall. Dabei erhalten wir fiir Mp,;
eine Bedingung in Abhéngigkeit von Mg,1. Es ist Dy Dy = I — Qp und damit

1 0

I'= Qo =Vp, (MGOlng 0

> Vb, € L(R™),
Mpy1 =Mg UL 4, Hy.
Dann folgt [Lam01] (vgl. auch Lemma A.5)

Qo=1-GyGo
_ 0 A
N VGO <_MG’012G0 I) VGO.

5.3 Der nichste Schritt in der Matrixkette

Fiir die Uberpriifung des singuliiren Traktabilititsindexes 1 und damit der Konstruktion von
Q; und By muss die Bedingung Ny © (Ny N Np) C ker Q; sichergestellt werden. Nach [LamO01]
lasst sich jeder Projektor auf ker G als

_ 0 A
& =Va <—MG’1151 I> Ve, (5.2)

darstellen. Dabei ist Mg,1 € L (R™,R™~") beliebig wahlbar. Der folgende Satz liefert eine
Bedingung, die Ny © (No N Ny) C ker Q; entspricht.
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Satz 5.3. Es sei Go,Gy € L(Rm,]Rk), Qo Projektor auf ker Gy = Ng, Q1 Projektor auf
ker G1 = Ny. Dann ist Q1 ein Projektor auf ker G, der die Bedingung No©(No N N1) C ker Qq
genau dann erfillt, wenn

Q0Q1Q0 = 2190 (5.3)
erfillt ist.
Die Bedingung (5.3) ist mit der Bedingung PyQ;Qy = 0 dquivalent.

Beweis. (—) Qj sei ein Projektor auf ker G1, der die Bedingung Ny © (Nog N N1) C ker Q;
erfiillt. Das bedeutet 3X; C R™ mit

X1 (NO N Nl) = Ny,
X1 C ker Qy,
X1 € Ng = im Qp.

Weiterhin gilt Ny = im Qg = ker Py und aufgrund der Assoziativitdt von @ folgt daher

R™ = Ny @ im Py
= ((NQ N Nl) D Xl) @ im Py
= (NQ ﬂNl) D (X1 EBIHIPQ) .

Dann existiert ein Projektor Qp, der die Zerlegung wie folgt realisiert

ker Qo1 = X1 @ im Py,
im Qy1 = No N N1 = ker <g?> .

Es gelten nun folgende Beziehungen

Q0Qo01 = Qo1, 21901 = Qo1,
imQy (I — Qo1) = X1 Cker Q1 CR™
— 0=2019(I—-Qu) =212 — Qo1
— Qo1 = 919Q0.

Mit Qo1 = Q1 Qo folgt QpQ1Qp = QoQo1 = Qo1 = Q190 (5.3).
(<—) ES sel Q()Ql QO = Ql Qo. Mlt Q(]l = Ql Qo st Q()l Projektor, denn

Q3 = 91(Q09190) = 919190 = Qo1

Wir legen X7 := im Qy (I — Q1 Q) fest. Nacheinander wird nun gezeigt, dass damit die Be-
dingung X; C ker Q; : X7 @ (Ng N Ny) = Ny erfiillt ist.

e Zeige zundchst, dass X1 C ker 9Oy gilt.

Q190 (I —Qu1) = 2190 — 219001
= 0,90 - 9%
=0.
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e Nun wird X; N (NoN Nyp) = {0} nachgewiesen.

—x€NgNN; < Qixz=xund Qpx = .
— Qo (I — Qp1) ist ein Projektor, denn es gilt

(Qo (I — Qo1))* = Qo — 2Q0 Q01 + Qo1
= Qo —290Q01 + Qo Qo1
= Qo — QoQo1
= Qo (I — Qo1)-

Daher folgt

— fir alle z € X3 :imQO(I— Q()l) : Qo([— Qm)x:m.
— fiir alle x € Ng N Ny:

QoI — Qo) x = Qoxr — Qo Q1 Qox
=zxz—x=0
—>x€kerQ0(I—Q01).
—>X1ﬂ(N0ﬂN1) :{0}
e Schlieflich ist noch zu zeigen, dass Vax € Ny : Jwy € (Ng N Np), Fwy € im Qy (I — Qp1) :
T = w + ws gilt. Es sei x € Ny. Dann gilt
r=Qor=Qy(Qo1+1—Qo1)x
= Q0Q01z+ (I —Qo1)x
= Qunz + Qo (I — Qo1) .
Mit wy = Quzxr € Ng N Ny und wy := Qg (I— Qol)$ € im Qy (I— QOI) = X3 folgt
T = w1 + wa.
O

Fir DAEs mit Ng N Ny = {0}, gﬂt wegen Q199 = 0 auch 99919y = ©Q19p. Auch fir
reguldre DAEs ldsst sich somit die Bedingung (5.3) nutzen um Q; zu konstruieren.

Nun berechnen wir Q; mit Hilfe der Bedingung (5.3). Qo und G1 = Ug, (Egl g) vz

wurden bereits berechnet. Es muss nur noch Mg,; € L (R™,R™ ") ermittelt werden. Es gilt

QpQ190 = 9190

- 0 Nor\e [, 0 0\, 7
i (I Vo <—MG1151 I) VG1> Qo = (I v, <—M01151 I> VGl) <o

0 0\ . r 0 0\ ., p

“— QO — QOVGl <—MG1151 I) VG1 QO - QO - VG’l <_MG1151 I> VG1 QO
0 0\ v~ 0 0\ . r

— QOVG1 <_MG1151 I) VG1 QO = VG1 <—MG1151 I) VG1 QO

T 0 0\ /AT 0 0
PN (QO VG1 ® QOVGl) vec <—MG1151 I) = (Qo VG1 & VGl) vec <—MG1151 I)
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0 0
= ((QgVGﬁ@QoVGl)—(QgVGI®VGI))V€C<_MG1151 1>:0

0 0
o (Q{V(;l ® (QoVa, — Vi) vec <—MG1151 I> =0

E = QlVe ® (QoVa, — V) € L (]RW)

—3Gel (R”<m—“>,lam2) AH el (IR(’”‘”)2 IR’”2) :
( )Vec( Mg, 151 Im,rl) =
vec (Ma,151)\ _
- (@ )<Vec(I1)>_0
— Gvec(—M¢g,151) = —Hvecl
- G (—SlT ® I) vec Mg,1 = —H vec ]

F=G(-S1®I) el (]R”(m*’“l),RmQ)

— FvecMg1 =—Hvecl.

Die Koeflizientenmatrix G wird dabei direkt aus ausgewahlten Spalten von E gebildet. Jede
Losung des linearen Gleichungssystems

Fmg,1 = —H vec I mit mg,1 := vec Mg,1 (5.4)

ermdglicht die Konstruktion eines zuldssigen Projektors Q;. Im Allgemeinen ist ker F' # {0}
und daher Q; nicht eindeutig bestimmt. Durch die Wahl einer Losung von (5.4) wird ein Q;
mit (5.2) ausgewdhlt. Jetzt wird die Bedingung G1 = G2 (= G1 + B1Q1) bzw. B1Q; = 0
iiberpriift.

Bei der Losung des linearen Gleichungssystems wurde zunéchst eine QR-Zerlegung von F
berechnet. Dazu wurde die von MatLab zur Verfiigung gestellte Funktion [QF, RF, EF] =
gr (F) verwendet. Dabei ist EF' eine Permutationsmatrix, QF eine orthogonale Matrix und
RF eine rechte obere Dreiecksmatrix mit fallenden Elementen auf der Hauptdiagonale (vgl.
dazu die Dokumentation von MatLab). Diese spezielle QR-Zerlegung ermoglicht es nun ein
eindeutig l6sbares Teilsystem auszuwihlen. Die iibrigen, frei wihlbaren Parameter, werden
vorher beliebig festgelegt. In diesem Fall werden sie - der Einfachheit halber - Null gesetzt.

Mit Hilfe der hergeleiteten Konstruktion eines Projektors Q; ist es gelungen ein Programm
zu implementieren, welches erstmals Algebrodifferentialgleichungen auf singuldren und regulé-
ren Traktabilitdtsindex g =0 und 1 testet. Die neu entwickelten bzw. verdnderten Quelltexte
sind im Anhang B abgedruckt. Alle anderen bendtigten Unterprogramme kdnnen unverdndert
auch fiir den neuen Indextester verwendet werden.

Es ist zu beachten, dass die Dimensionsbezeichnungen im Programmcode - um die Kompa-
tibilitdt zu den Programmen von [Lam01] zu wahren - nicht mit denen iibereinstimmen, die
hier in der Arbeit verwendet wurden.
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5.4 Demonstration des Indextesters anhand eines Beispiels

Der hier vorgestellte Indextester ist als MatLab Anwendung programmiert. Implementiert und
getestet wurde es mit MatLab 6.5 auf einem Linux System. Mit dieser Diplomarbeit wird ein
Datentréger geliefert. Dort befinden sich das gepackte tar-Archiv DA doering.tar.bz2. Die
Integritdt des Archivs kann unter Linux mit Hilfe von

md5sum -c DA_doering.tar.bz2.md5
iiberpriift werden. Mit dem Befehl

tar -xvjpf DA_doering.tar.bz2
wird das Archiv entpackt. Ein Verzeichnis DA doering wird angelegt. In diesem Verzeichnis
befinden sich neben dieser Arbeit im ps-Format alle notwendigen Dateien um den Indextester
anzuwenden.

Im Verzeichnis singulaer finden sich alle im Rahmen dieser Arbeit entstandenen Unterpro-
gramme. Verschiedene Beispiele (u. a. das unten Vorgestellte) und die Vorlagen, fiir das Testen
eigener Algebrodifferentialgleichungen auf singuldren oder reguléren Traktabilitdtsindex 0 oder
1, befinden sich im Unterverzeichnis beispiele. Zusatzlich werden einige Unterprogramme bend-
tigt, die im Rahmen des reguldren Indextesters (vgl. [Lam01]) entstanden sind. Diese befinden
sich im Verzeichnis regulaer.

Fiir das Testen einer DAE auf reguléren bzw. singuldren Traktabilitdtsindex 0 oder 1 miis-
sen zwei Dateien bearbeitet werden. In diesen wird die DAE selbst und einige Parameter
iibergeben. Wir demonstrieren die Arbeitsweise an einem Beispiel. Die DAE

)+ w4 = q
xh + 31 =
x% = g3
Ty = q4
s 4+ xg = ¢ (5:5)
g = 46
Ty 4+ a7 = qr
Te+x8g+T9 = @8

erhdlt die Form (1.1) in properer Formulierung mit

0 0

(=il ololNoll
[N elelNel =]
S oo = OO
oo O oo
oSO Hr O O OO
_ o O O OO
oo oo oo
(e Bl en B en B e B el @]
O O OO OO

0
1
0
0
0
0
1
0

(= elNolNollS = Neo o]

0
0
1
0
0
0
0
0

[=lelelololoNal
SO OO +H O OO
OO = = O OO

T4

3.%'1
0
0
0
0

T7

Te + x7 + X8
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Damit folgt

1 000100000
1 300000000
1 00 00O0O0GO0O0O0
1 00 00O0DO0GO0O 0O
Go = 11 ’ Bo=10 0000000 0|
1 00 00O0O0GO0O 0O
1 0000O0O0T1O0O0
000O0O0OTO0T171
Q0:<06><6 06><3>7 No={z€R’ |z = --=26=0},
O3x6 I3
. 0
0
1
0
1
, 0
Glz 11 9 Ql— 0 9
0
1 0
1 1 1
11 5
le{xeRglxlz...:x,?:O,x8—|—x9:0},
No N Ny = Ny,
000100000
300000000
0000O0DO0GO0TO 0O
0000O0DO0GO0TO 0O
Bi=BoPo=10 900000 0 0
0000O0DO0GO0TO 0O
0000O0DO0GO0TO 0O
0000O0DT1UO0O0O0

— B19Q; :O,GQ = (G1.

Dieses System ist singuldr mit Traktabilitdtsindex 1.

Nachdem wir den Traktabilitédtsindex von Hand berechnet haben, wollen wir nun das Pro-
gramm benutzten. In der Datei main_dae.m werden die Startwerte fiir x, z und ¢ festgelegt.
Im Funktionsaufruf muss der Name der Datei angegeben werden, die die Angaben fiir die DAE
enthélt.

%%
%%
%%
%%
%%
%%
%%

Hella Déring
Last Update: 14.10.2004

Beispieldatei zur Ubergabe der Startwerte fir t,z,z sowie eigener
Parameter zum Testen der DAE
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5 NUMERISCHE BESTIMMUNG DES TRAKTABILITATSINDEXES

%%
%% Legen Sie hier die Startwerte fir t, z, z fest
% Startwert fir t

% t=0

t=0;

% Startwerte fir z, je mach Dimension der Awufgabe
% z=[0;0.5]
x=[0.1;0.2;0.3;0.1;0.2;0.3;0.5;0.7;1];

% Startwerte fir z, je mach Dimension der Awufgabe
% z2=[0.1;0.5]
z=[0;0.1;0.2;0.3;0.7;1;0.5;0.1;0.5];

xfunction="xintpol’

% Hier missen sie ’dae’ ersetzten durch den Namen der Datei,

% der das Beispiel definiert ist.
[index, reg]=main index sing(’doering demol’ ,t,xfunction 3 ,t,x,z);

Quelltext 5.1: Testbeispiel main__doering demol.m

Fiir die folgende Datei doering demol.m wurde die Datei dae.m als Grundlage verwendet.

Sie enthélt die Angaben, die die DAE beschreibt.

%%

%%

%% Hella Doring

%% Last Update: 14.10.200/4

%%

%% Beispieldatei zur Ubergabe der DAE an die Datei main_dae.m

%%

%% f((d(x,t))’,x,t):f(z,x,t)

%% n — Anzahl der Gleichungen

%%

%%

function varargout = doering demol (z,x,t,flag,varargin)
% DAE file of structure f((d(z,t))’,z,t)=f(z,z,1t)

% Parameters:
if isempty (flag)
varargout {1} = f(z,x,t,varargin{:});
else
switch flag
case '’
varargout {1} = f(z,x,t);
case ’'dfy’
varargout {1} = dfy(z,x,t);
case ’'dfx’
varargout {1} = dfx(z,x,t);
case ’'dft’
varargout {1} = dft(z,x,t);
case ’'d’
varargout {1} = d(x,t);
case ’'dx’
varargout {1} = dx(x,t);
otherwise

error ([ ’Unknown flag ’’’

flag *'7."]);
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end
end

%% Gleichungen , die die DAE beschreiben
function |[fzxt|=f(z,x,t);
fzxt=zeros(8,1);
%% Ersetzen Sie hier fzzt(i) durch die jeweilige Gleichung,

%% i=1,...,n

%% fzzt(1)=...

%% ...

%% fzzt(n)=...
fzxt (1)=z(1)4x(4);
fzxt (2)=2(2)+3*x(1);
fzxt (3)=z(3);
fzxt (4)=z(4);
bt (5)=2 (5) 17 (6) :
fzxt (6)=z(6);
fzxt (7)=2z(2)+x(7);
Faxt (8)=x (6)-1x (8)+x(9) ;

%% Partielle Ableitung von f nach y
function |[dfyzxt|=dfy(z,x,t);
dfyzxt=zeros(8,6) ;
%% Weisen Sie hier die Werte fir dfyzzt(i,j) zu,
%% i=1,...,n und j=1,...,size(z)
%% dfyzzt(i,j)=...

dfyzxt (1,1)=1;
dfyzxt (2,2)=1;
dfyzxt (3,3)=1;
dfyzxt (4,4)=1;
dfyzxt (5,5) =1;
dfyzxt (5,6)=1;
dfyzxt (6,6)=1;
dfyzxt (7,2)=1;
error (’ daefile: not yet realized’);

%% Partielle Ableitung von f nach =x
function |[dfxzxt]|=dfx(z,x,t);
dfxzxt=zeros (8,9) ;
%% Weisen Sie hier dfyzzt(i,j) die entsprechenden Werte zu,
%% i=1,...,n und j=1,...,size(z)
%% dfyzzt(i,5)=...
,4) =1;

dfxzxt
dfxzxt
error ( le: not yet realized’);
%% Partielle Ableitung von f nach t
function |[dftzxt]=dft(z,x,t);
dftzxt=zeros(8,1);
%% Weisen Sie hier dftzzt(i,1) die entsprechenden Werte zu,
%% i=1,...,n
%% dft(i)=...

> daefile: not yet realized’);

error (
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%% Angaben zu d(z,t)
function [dxt]=d(x,t);

%% Die jeweiligen Werte fir dzt(i,1) werden hier festgelegt ,

%% i=1,...,size(z)

%% dzt(1)=...

%% ...

%% dzt(size(z))=...
dxt=x(1:6) ;

%% Partielle Ableitung von d nach t

function [dxxt]=dx(x,t);
dxxt=zeros (6,6) ;
%% Weisen Sie hier dzzt(i,j)

%% 1,j=1,...,81ze(z)
dxxt (1,1)=1;
dxxt(2,2)=1;
dxxt (3,3) =1;
dxxt (4,4) =1,
dxxt(5,5) =1;
dxxt (6,6) =1;
error (’ daefile: not yet realized’);

die entsprechenden Werte zu

Quelltext 5.2: Testbeispiel doering demol.m

In MatLab wird die Indexbestimmung des Testbeispiels mit dem Aufruf

main_doering_demol

gestartet. Anschlieffend konnen die Ergebnisse mit Hilfe der Logdatei ausgewertet werden. Fiir

das obige Beispiel erhalten wir eine Logdatei mit dem folgenden Inhalt.

doering demol 14—Oct—2004 15:29:29
rank of Sigma: smallest singular
threshold (= 1.2944e-08)
rank_of Sigma: smallest singular

(= 9e—-09)
rank of Sigma: smallest singular
threshold (= 9.7082e-09)

A (computed numerically)

1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0

0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 O

0.0000e-+00 0.0000e-+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0

0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 1.0000e4-00 0.0000e-+00 0

0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00 1.0000e4-00 1

0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 1

0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 O

0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0

D (computed numerically)

1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00

0.0000e-+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00

0.0000e+00 0.0000e-+00 1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
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value is 0.61803 > max(size (Sigma) )*normsx
value is 1 > max(size (Sigma))+norm+threshold

value is 0.61803 > max(size (Sigma) )*normsx

.0000e+00
.0000e+00
.0000e+00
.0000e+4-00
.0000e+400
.0000e+00
.0000e+00
.0000e+00

.0000e+00
.0000e+00

.0000e+00
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0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 1.0000e4-00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00

0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00

0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00

B (computed numerically)

0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 1.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
3.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e-+00

Rank of 0th level (GO):6
Q0 =

0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 4.4409e—-16 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 1.0000e-+00

Norm von B0xQ0= 1.000000e+00
NO geschnitten N1 ist nicht 0

Gl=
1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00

0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 1.0000e—-00 0.0000e-+00 0.0000e+00

7

0.

0000e+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

0.

0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.4409e—16

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e+00
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0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 1.0000e+4-00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 —5.5511e—17 1.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 1.0000e+00 1.0000e-+00
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*norms
threshold (= 1.4562e—08)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*normsx
threshold (= 1.2944e-08)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*normsx
threshold (= 1.2944e—08)
rank of Sigma: smallest singular value is 1 > max(size (Sigma))+normx«threshold
(= 9e—09)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*normsx
threshold (= 9.7082e-09)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*normsx
threshold (= 1.4562e—08)
rank _of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*norms
threshold (= 1.2944e-08)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma) )*normsx
threshold (= 1.2944e-08)
rank of Sigma: smallest singular value is 1 > max(size (Sigma))+*normx«threshold
(= 9e-09)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*norms
threshold (= 9.7082e—-09)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma) )+normsx
threshold (= 1.4562e—-08)
rank of Sigma: smallest singular value is 0.61803 > max(size (Sigma))*normsx
threshold (= 1.2944e-08)
norm (DP0...PID-)’ =0, 1 =1
B 1
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 1.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
3.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e+00
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0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00

Norm von B1xQl= 0.000000e+00
B1xQ1

0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00
0.0000e-+00 0.0000e+00 0.0000e-+00 0.0000e+00
0.0000e+00 0.0000e+00 0.0000e-+00

Traktabilitdtsindex der DAE: singuldrer Index 1

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e+00

.0000e-+00

.0000e-+00

.0000e+00

Quelltext 5.3: Testbeispiel Logdatei
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6 Thesen

So eine Arbeit wird eigentlich nie fertig, man
muf sie fur fertig erkldren, wenn man nach
Zeit und Umstanden das mdglichste getan hat.
J. W. v. Goethe, Italienische Reise, 16.03.1787

Im Rahmen dieser Diplomarbeit wurden die Eigenschaften und der Traktabilitdtsindex von
matrixwertigen Algebrodifferentialgleichungen vom Riccati-Typ untersucht. Die Ergebnisse
werden in den folgenden Thesen zusammenfassend dargestellt.

1. Bei der Riccati-Transformation von Optimalsteuerungsproblemen mit gesteuerten DAEs
entstehen nichtlineare, matrixwertige DAEs vom Riccati-Typ, die im Allgemeinen nicht
regulér sind. Das bestehende Konzept des Traktabilitdtsindexes kann deshalb auf derar-
tige Gleichungen nicht angewendet werden.

2. Dieses Konzept kann jedoch so ergénzt werden, dass auch spezielle quasilineare, singulére
DAEs - zu denen die Riccati-transformierten DAEs gehoren - charakterisiert werden
konnen.

e Die Definition der properen Formulierung wird direkt auf spezielle quasilineare,
singuldre DAEs iibertragen.

e Mit einer Erweiterung des Traktabilitdtsindexes wird der neuen Situation Rech-
nung getragen. Die bereits bekannten Definitionen des Traktabilitétsindexes sind
jeweils Spezialfélle der neuen Definition und fiigen sich somit harmonisch in die
Erweiterung ein.

e Fiir DAEs mit singulédrem (bzw. regulérem) Traktabilitdtsindex 1 gilt: Alle Linea-
risierungen léngs einer stetig differenzierbaren Funktion haben ebenfalls singuléren
(bzw. reguléren) Traktabilitdtsindex 1 (vgl. Satz 1.10).

e Regulire DAEs mit Traktabilitdtsindex 1 sind eindeutig l6sbar (vgl. Satz 1.12).
Exemplarisch wird gezeigt, dass solche Losbarkeitsaussagen fiir singuldre DAEs im
Allgemeinen nicht moglich sind.

e Der Traktabilitdtsindex der hier untersuchten Beispiele bleibt durch Entfernen
(bzw. Hinzufligen) von einer Gleichung entweder unverdndert oder erhdht (bzw.
verringert) sich um 1.

Damit wird die Basis fiir die Anwendung der neuen Charakterisierung von reguléren und
singuldren DAEs geschaffen.

3. Jede MR-DAE ist unter der Bedingung ker A = {0} genau dann proper formuliert, wenn
dies die zugrundeliegende gesteuerte DAE auch war.

4. Fiir den Spezialfall eines Optimalsteuerungsproblems mit einer gesteuerten, regulédren ge-
wohnlichen Differentialgleichung, fiihrt das Ldsen des Problems iiber eine Optimalitats-
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DAE mit reguldrem Traktabilitdtsindex 1 zu einer MR-DAE mit regulirem Traktabili-
tétsindex 0. Es entsteht eine matrixwertige, reguldre gewdhnliche Differentialgleichung
vom Riccati-Typ.

. Fiir MR-DAEs, die bei der Riccati-Transformation von Optimalsteuerungsaufgaben mit
gesteuerten, semi-expliziten DAEs entstehen, gelten folgende Eigenschaften.

e Die Konsistenzbedingung Woy = 0 ist fiir die Losbarkeit der MR-DAE notwendig.

e Falls ker C4, = {0} ist, so entsteht aus einer Optimalitits-DAE mit regulirem
Traktabilitdtsindex 1 eine singuldre MR-DAE mit Traktabilitdtsindex 1.
Es lasst sich ein Teilsystem der MR-DAE angeben, welches regulér mit Traktabili-
tatsindex 1 ist und unter der Bedingung Wss = 0 denselben Losungsraum hat wie
die MR-DAE.

e Im Fall ker Cy2 # {0} hat die zugehorige MR-DAE im Allgemeinen weder reguléren
noch singuléren Traktabilitdtsindex 1. Falls zusétzlich m = k ist, ist jede MR-DAE,
die aus einer Optimalitdts-DAE mit regulirem Traktabilitdtsindex 1 entsteht, nicht
16sbar.

. Das hier implementierte Programm priift, ob eine proper formulierte DAE singuléren
oder reguldren Traktabilitdtsindex p = 0 oder 1 hat. Falls ein Projektor Q; existiert,
der die Bedingung Ny © (No N Ny) C ker Q; fiir singuléren Traktabilitdtsindex p > 1
sicherstellt, kann ein solcher explizit berechnet werden.

. Fir MR-DAEs aus allgemeinen Steuerungsaufgaben kénnen redundante Gleichungen
entfernt werden. Weitere Analysen kénnen die hier vorgestellten Bedingungen, die regu-
laren Traktabilitdtsindex 1 der extrahierten DAE sichern, noch verfeinern.
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A Grundlagen aus der linearen Algebra

In diesem Abschnitt werden wichtige Definitionen und Resultate vorgestellt, die fiir das Ver-
stdndnis der Arbeit notwendig sind.

A.1 Direkte Summe und Differenz von Unterrdumen

Definition A.1. Seien A, B C R™ lineare Unterrdume des R™.

e Dann bezeichnet

A+B:=J{(a+b)eR™|ac A}
beB
={(a+b)eR"|ac A be B}

die Summe der Unterrdume A und B. Fiir ein x € A + B ist die Zerlegung x = a + b
mit a € A, b € B im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

e Falls AN B = {0} ist, so bezeichnet
AeB:=A+B

die Direkte Summe der Unterrdume A und B. Fiir ein x € A & B ist die Zerlegung
x =a+bmit a € A, b€ B eindeutig bestimmt.

e Es seien A, B C & C R™ lineare Unterrdume. Wenn A & B = X gilt, dann schreiben
wir auch

A=X0OB und B=X¢c A

A.2 Projektoren

Definition A.2. [MWO01]| P € L (R™) heit Projektor, falls P? = P.

In [MWO01] wurden wichtige Eigenschaften von Projektoren zusammengestellt. Die folgenden
werden in der vorliegenden Arbeit verwendet.

e Jeder Projektor P € L (R™) zerlegt den R™ in Unterrdume: R"™ = im P @ ker P. Es gilt
also im PT = (ker P)™.

e 7Zu jeder Zerlegung von R™ = M & L, M, £ C R™ Unterrdume, gibt es einen eindeutig
bestimmten Projektor P mit im P = M und ker P = L. P heifit dann Projektor auf M
langs L.

e Falls P ein Projektor ist, dann ist auch Q := I — P ein Projektor und heiftt komplemen-
tdrer Projektor zu P.
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e Falls P Projektor und P = P71, so wird P Orthoprojektor genannt. Es gilt dann im P =
imPT = (ker P)".

Lemma A.3. Seien E,F € L (R™), N :=kerE, S:={zx € R™ | Fz € im E}, dann gilt

NNS={0} < E+ FQ ist regulir fir jeden Projektor
Qe L(R™) auf N.
Beweis. [MWO01]
(—) Sei NnS ={0}.
Es sei z € R™. Dann ist (F + FQ)z = 0. Es folgt F'(—z) = FQz und daher ist Qz € S.
Weiterhin ist Qz € N, also Qz € NN S = {0}.

Qz=0, Ez=0
ze€kerE=N
z2=02=0

FE + FQ ist reguldr.

L A

(«—) Sei E + FQ regulir. Bezeichne Qg := Q (E + FQ) ™' F. Zeige, dass Qg Projektor auf
N léngs S ist. Daraus folgt dann direkt N NS = {0}.

1. Qg ist Projektor, es gilt ndmlich

QY =Q(E+FQ) 'FQE+FQ 'F
—Q(E+FQ) Y (E+FQQ(E+FQ'F
—QQ(E+FQ)'F
= Qs.

2. Zeige, dass im Qg = N gilt.
a) im Qg C im Q = N folgt aus der Definition.
b) Es gilt N Cim Qg, denn fiir z € N gilt
2=Qz =Q%
= Q(E+FQ) ' (E+FQ) Q=
=Q(E+FQ) 'FQ:
=059z =gz
3. Zeige nun, dass ker Qg = S gilt.
a) Es ist ker Qg C S, denn fiir z € ker Qg gilt
0=Q(E+FQ) 'Fz
— (I~ (- Q) (E+FQ) " B
— (E+FQ) 'Fz=(I-Q)(E+FQ) 'Fz
Fz=(E+FQ)(I-Q)(E+FQ) 'Fz
—E(E+FQ) 'FzeimE.
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b) Es gilt S C ker Qg, denn fiir z € S gilt Fz € im E.

— Jw: Fz=Fw
- Qsz=Q(E+FQ) 'Ez
Q(E+FQ) ' Fuw
QE+FQ) " (E+FQ)(I-Qu
QI - Q) w=0.
O
A.3 Verallgemeinerte Inversen
Essei A € L(R™,R") und X € L (R",R™). Mit Hilfe der Penrose-Gleichungen
AXA=A, (A1)
XAX = X, (A.2)
(AX)T = AX, (A.3)
(xAT =Xx4 (A.4)

werden im Folgenden verschiedene verallgemeinerte Matrizinversen definiert.
Definition A.4. [BOT71] Sei A € L(R™,R"), X € L(R",R™).

1. Eine verallgemeinerte Inverse der Matrix A, ist eine Matrix X = AY, die die Bedingung
(A.1) erfiillt.

2. Eine reflezive Inverse der Matrix A, ist eine Matrix X = A~ die die Bedingungen (A.1)
und (A.2) erfiillt.

3. Eine Moore-Penrose-Inverse (oder Pseudo-Inverse) der Matrix A, ist eine Matrix X =
AT, die die Penrose-Gleichungen (A.1) bis (A.4) erfiillt.

Die Bezeichnungen der verschiedenen verallgemeinerten Inversen sind in der Literatur nicht
eindeutig. Insbesondere A~ wird oft fiir verallgemeinerte Inversen benutzt und nicht, wie hier,
fiir (verallgemeinerte) reflexive Inversen. Weitere verallgemeinerte Inversen und Eigenschaften
findet man zum Beispiel in [BO71| und |Zie79].

Lemma A.5. Sei A~ eine reflexive Inverse von A . Dann sind AA~, A~ A, (I — AA™) und
(I — A~ A) Projektoren und es gilt

imA”A=imA", ker A A = ker A, (A.5)
ker (I —A7A) =imA~, im (I — A7A) = ker A, (A.6)
imAA™ =im A, ker AA™ =ker A™, (A.7)
ker (I — AA™) =im A4, im (I — AA™) =ker A™. (A.8)
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Beweis. Sei A € L (R™,R") und A~ € L(R"™, R™) eine reflexive verallgemeinerte Inverse von
A. Dann ist

(447)% = 4444~ A 44~
(A=A =4~ 44~ AN 4- 4
(I —AA™)und (I — A~ A) sind die jeweils komplementéren Projektoren.
e (A5)
imA"TACIimA =imA AA~ CimA A,
ker ATA D ker A=ker AATA D ker A” A.

o (A.6)
1. Seiz € im A~

—Jw: A w==x

— Jw: ATAA w = A" Ax

—Jw: A w=A" Az

—x=A Ax

— (I-A"A)z=0

— x € ker (I — A7 A)
—im A~ C ker (I — A_A) .

Sei nun = € ker (I — A~ A)

—x—A Az =0
— Jw, (w:=Az):x = A" w
—x €imA”

— ker (I — AfA) CimA™.
2. Sei x € ker A

—xeckerA”A
Hm:x—A*Ax:(I—AfA)x
—>m€im([—A‘A)

—ker A C im (I—A_A).

Sei nun z € im (I — A~ A)

—Jw:iw—-—ATAw ==z
— Jw: Aw — AA” Aw = Az
— Jw: 0= Az

—x €kerA
—im (I— A_A) C ker A.
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e Beweis von (A.7) erfolgt analog zum Beweis von (A.5).
e Beweis von (A.8) erfolgt analog zum Beweis von (A.6).
U

Lemma A.6. Seien P € L (R™) und R € L(R"™) Projektoren, dann ist A~ durch (A.1) und
(A.2) und die zusatzlichen Bedingungen

ATA =P und
AA™ =R

eindeutig bestimmt.

Beweis. [Lam01] O

A.4 Kronecker Produkt

Fiir die Vektorisierung der Matrix-Riccati-Gleichung wird das Kronecker Produkt und einige
wichtige Rechenregeln bendtigt. Fiir Details und weitere Ausfithrungen sei auf [HJ91] und
[MNO98] verwiesen.

Definition A.7 (Kronecker Produkt). ([HJ91]) Seien A = [a;;] € L (R™,R") und B €
L (]Rs , Rt). Die Abbildung

®:L(R™ R") x L (R*,R") — L (R™,R™)

ist mittels
anB aip2B -+ ay,B

A®B:= : ST € L (R™,R™)
an1 B angB - apmB

definiert.

In der Literatur wird das Kronecker Produkt auch als direktes Produkt oder Tensor Produkt
bezeichnet. Damit eng verbunden ist die folgende Definition.

Definition A.8. ([HJ91]) Sei A = (aj]az],...,an) € L(R™,R") eine Matrix mit den Spalten
a; € R™ 1 <i < m. Die Abbildung

vec: L(R™,R") — R™
ist mittels
al
ag

vec (A) = ) e R™

am

definiert.

86



A GRUNDLAGEN AUS DER LINEAREN ALGEBRA

Lemma A.9 (Rechenregeln). A, B, C und D seien Matrizen. Dann gelten folgende Regeln
(Ao B)T = AT @ B”,
vec (ABC) = (CT ® A) vec (B),
vec (AB) = vec (ABI) = (I ® A) vec(B),
vec (AB) = vec (IAB) = (BT @ I) vec (A),
rg (A® B) =rg AxrgB.

Falls AC und BD existieren, so gilt
(A B) (C® D)= AC ® BD.
Falls A+ B und C + D ezistieren, so gilt

(A+B)®(C+D)=A2C+A2D+B&C+B®D.

. A1 A .
Fir A = It
u <A21 Ag) 7'

A B— <A11 ® B A12®B>

An ®B A ®B
Falls A€ L(R™),B € L(RP) regular sind, so gilt

(A9 By ' =A@ B

Beweis. [MN98| 0
Lemma A.10. Seien m,n € N. Dann
3P (m,n) € L(R™) :vecXT = P(m,n)vecX, VX e L(R",R™).

Die Matriz P (m,n) hdngt dabei nur von den Dimensionen m und n ab und ist gegeben durch

Z ZEU ® EL = [EL] iz

1,...m -
i=1 j=1 j=1,.mn
Dabei ist E;; € L (R",R™) und

0 0 0

0 0O
Eij = [6ik0jt]1<k<m, = | 0 0 10 0

1<i<n 00 0
0 0 0

Weiterhin ist P (m,n) eine Permutationsmatriz und es ist

P(m,n)=P(n,m) =Pn,m) " .
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Beweis. [HJ91] O
Lemma A.11. Seien A € L(R",R™), B € L(R%,RP), m,n,p,q € N. Dann ist
B®A=P(m,p) (A2 B)P(n,q).

Beweis. [HJ91] O
ai

Lemma A.12. Seien m,k € N, A = 6122 € L<]Rk,]Rm2), wobei a; € R* (fir alle
A

1 < i < m?) die m®> Zeilen von A sind. Dann entspricht die Multiplikation von links mit
P (m,m) der folgenden Abbildung

A(s—1)m+t T A(t—1)m+s> 1<s,t<m.

Beweis. Die Voraussetzungen seien erfiillt. Dann gilt

P(m,m)A= > (Eij e EL)
i=1 j=1 a2
S5 e
i=1 j=1 a2
m al
= Z Z EG—vym+i (i—1)m+j
ai
Am+1
A(m—1)m+1
ag
m_m_ (0G_1)4i-1 am'+2
=22 | anw | =
i=15=1 \ O¢j_1)i41 Alm—1)m+2
am
Am+tm
a,,2

Das bedeutet: Die Multiplikation von links mit P (m, m) entspricht der Permutationsabbildung

A Dmtt 7 At—Dmts: 1 <8, <m.
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Lemma A.13. Es sei U (Y) eine Matrizfunktion und X € L (R™,R¥). Dann gilt

[vee U(Y )] weery = e (U] vecry)
[vee X (oo x) = Inks
[vee XT] e x) = [P (k,n) vee X]yee x)
=P (k,n).

Beweis. [MN9§]
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B Quelltexte

B.1 dae.m

Die Datei dae.m dient dazu, die Algebrodifferentialgleichung zu beschreiben und so dem Pro-

gramm zum Testen auf singuldren Traktabilitdtsindex zur Verfiigung zu stellen.
i

iy

A/ Hella Déring

4% Last Update: 14.10.2004

iy

A/ Beispieldatei zur ﬁbergabe der DAE an die Datei main_dae.m
n

AN flld(z,t))’,z,t)=f(z,z,t)

A% n - Anzahl der Gleichungen

nn

iy

function varargout = dae(z,x,t,flag,varargin)
# DAE file of structure f((d(z,t))’,z,t)=f(z,z,t)

/ Parameters:
if isempty(flag)

varargout {1} = f(z,x,t,varargin{:});
else
switch flag
case ’?
varargout {1} = f(z,x,t,varargin{:});

case ’dfy’

varargout {1} = dfy(z,x,t,varargin{:});
case ’dfx?’

varargout {1} = dfx(z,x,t,varargin{:});
case ’dft?

varargout {1} = dft(z,x,t,varargin{:});
case ’4d’

varargout {1} = d(x,t);
case ’dx’?’

varargout {1} = dx(x,t);
otherwise

error ([’Unknown flag ’’’ flag ’’’.%]1);

end
end

A% Gleichungen, die die DAE beschreiben
function [fzxt]=f(z,x,t,include parameter);
fzxt=zeros (n)
/% Ersetzen Sie hier fzzt (i) durch die jeweilige Gleichung,
A% 1=1,...,n
AN fzzt (1)=...
e .
AN fzzt(n)=...
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/% Partielle Ableitung won f mach y
function [dfyzxt]=dfy(z,x,t,include parameter);
dfyzxt=zeros (size (x),size(z));
/% Weisen Sie hier die Werte fir dfyzzt(i,j) zu,
A% i=1,...,n und j=1,...,size(z)
AN dfyzet(i,35)=...

error(’ daefile: not yet realized’);

/% Partielle Ableitung won f nach o
function [dfxzxt]=dfx(z,x,t,include parameter);
dfxzxt=zeros(n,size (x));
/% Weisen Sie hier dfyzzt(i,j5) die entsprechenden KWerte zu,
A% i=1,...,n und j=1,...,size(z)
A% dfyzzt (i,5)=...

error(’ daefile: not yet realized’);

/% Partielle Adbleitung won f mnach t
function [dftzxt]=dft(z,x,t,include parameter);
dftzxt=zeros(size(x) ,1);
/% Weisen Sie hier dftzzt(i,1) die entsprechenden KWerte zu,
A% 1=1,...,n
AN dft(i)=...

error(’ daefile: not yet realized’);

4% Angaben zu d(z,t)
function [dxt]=d(x,t);
dxt=zeros(size(z) ,1);
A% Die jeweiligen Werte fir dat(i,1) werden hier festgelegt,
AN i=1,...,s1ze(2z2)
A% dzt(1)=...
...
A% dzt(size(z))=...

/% Partielle Ableitung won d nach t

function [dxxt]=dx(x,t);

dxxt=zeros(size (z) ,size(2));
A% Weisen Sie hier dzxzt(i,j) die entsprechenden Werte zu
A% i,7=1,...,s1ze(z)

error(’ daefile: not yet realized’);

Quelltext B.1: dae.m

B.2 main dae.m

Die Datei main_ dae.m dient dazu die Startwerte fiir die numerische Berechnungen festzulegen.
Zusatzlich kénnen hier noch verschiedene Parameter - abweichend von den Standardwerten

festgelegt werden.

i

nn

/% Hella Déring

4% Last Update: 14.10.2004

nn

A% Beispieldatei zur [bergabe der Startwerte fir t,z,z sowie eigener
A% Parameter zum Testen der DAE

nn
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/% Legen Sie hier die Startwerte fir t, =, 2z fest
/ Startwert fir t
J t=0

/ Startwerte fir ©, je nach Dimension der Aufgabe
4 z=[0;0.5]

4 Startwerte fir z, je nach Dimension der Aufgabe
J z2=[0.1;0.5]

xfunction=’xintpol’
/ Hier miissen sie ’dae’ ersetzten durch den Namen der Datei, in
/ der das Beispiel definiert ist.

[index, regl=main_index_sing (’dae’,t,xfunction ,3,t,x,2z);

Quelltext B.2: main dae.m

B.3 Bi_calc_sing.m

Das Unterprogramm Bi_ calc_ sing.m berechnet B fiir singuldre und regulére DAEs.

i

nr

A/ Hella Déring

X/ Last Update: 14.10.2004

Ve

X% Version fir reguldren und singuldren Index 0 oder 1

e

A% Bi_calc_sing berechnet Bl fir singuldre und reguldire DAEs
i

9

function [Bi,rank_ok]=Bi_calc_sing(level,Biml,Gi,D,Dm,prodPi ,Pi,DPiDm,...
daefile,xfunction,t,s_A,s_D,s_B,tresh,fid,rank_vec,argx,varargin);
global rank_ok;
rank_ok=1;
if level==
error(’Bi_calc_sing: falscher aufruf?’);
elseif level ==2
z0=DPiDm(:) ;
DPiDm_prime= cal_DPiDm_t_sing (daefile ,xfunction ,t,s_A,s_D,s_B,z0,...
tresh,fid,level ,rank_vec ,argx,varargin{:});
Bi=(Biml -Gi*Dm*DPiDm_prime *D*prodPi) *Pi;
else
error(’Bi_calc_sing: falscher aufruf; nur fiir Index 0 und 1°);
end ;

Quelltext B.3: Bi calc_sing.m

B.4 cal DPiDm_sing.m
Das Unterprogramm cal_ DPiDm_ sing.m ermittelt DoPoP1D, .

il
in
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A% Hella Déring

A% Last Update: 13.10.2004

Ve

A% Version fir reguliren und singuldren Index 0 oder I

Ve

A% cal_DPiDm_sing berechnet D*P0#P1#Dm (d.h. nur fir Level 2)
Ve

Ve

function z=cal_DPiDm_sing (p,t,daefile,xfunction ,t0,s_A,s_D,s_B,threshold,...

fid,level ,rank_vec ,argx ,varargin);
global rank_ok;

Z

Ve Berechnung won ©t := z(t) := = + (t-1t0)~*zp

X

xt=feval (xfunction ,t,varargin{l:argx});

y=cal_dxtprime (daefile , xfunction ,t,argx,varargin{:});

[Ui_tilde,diagSi,Sim,Faci,BO,A,D,Gi,Gim,Am,Dm,dim,m_i]=...
chain_start_sing (daefile,y,xt,t,s_A,s_D,s_B,threshold ,fid,...

varargin{argx+1:end}) ;

lberprife, ob Rangbedingungen erfillt sind

W

if “rank_vec (1)==dim
rank_ok=0;
z=sparse (size (y,1) *size(y,1) ,1);
fprintf (fid, ’\n%s\n’,[’cal_DPiDm: rank of GO changed from ’,...
num2str (rank_vec(1)),’ to ’,num2str(dim)]);

disp(’Check the log-file !!!?);

return;
end ;
Z
Z Schwellwert, wird bendtigt, um den Rang festzustellen.
Ve D.h. hier wird festgelegt, ab wann ein KWert als Null angesehen wird.
/ eps ist ungefdhr 2%10°-16

schwellwert=10%*eps; / bisher ausreichend
4 schwellwert=0; Adas ganz wird so aufler Kraft gesetzt

Ve
/%4 hier startet die Berechnung won {1
nr

[k,n]=size (BO) ;

Z Speicherplitze fir Projektoren werden worbereitet
Pi=zeros(n,n,level);

Qi=zeros(n,n,level);

Wi=zeros(n,n,level);
[Pi(:,:,1),Qi(:,:,1)]=P_and_Q(Gi,Gim);

/ Bestimme G1 wund SVD
GO=Gi;
G1=GO+BO*Qi(:,:,1);

[U1l, Sigmal, Vi]l=svd(G1);
rankSl=rank_of_Sigma (Sigmal,threshold ,fid);
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S1=Sigmal (1:rankS1,1:rankS1);
[r1l,next_sing_value]=rank_of_Sigma (S1,threshold ,fid);
S1_m=diag(1./diag(S1));

7

/ Bedingung , die {1 fir sing. Indezx 1 (oder héher) erfillen muss
Z Die exakte Beschreibung ist in der zugehdrigen Diplomarbeit
Z von Hella Déring - (ktober 2004 zu finden

7

E=kron(Qi(:,:,1) °*V1, Qi(:,:,1)*V1)-kron(Qi(:,:,1) **V1,V1l);

7

/ dus E kann jetzt jede i1#n+j-te Spalte geldscht werden,

Z mit 4=0..n-1, j=1..n-rl.

X Das Ergebnis wird dann in G und H gesichert.

V4 Dann i1st G+ vec(-m_G1 81) = Hrw=wl

Vi

G=E(:,r1+1:n);

H=E(:,r1*n+ri1+1:rl1%*n+n);
W=speye(n-rl);
w=-W(:);
if ri>1
for i=1:(r1-1)
G=[G, E(:,i*n+r1+1:i*n+n)];
end;
for i=rl1+1:n-1
H=[H, E(:,i*n+r1+1:i*n+n)];

wl=H*w;
F=G*(kron(-S1,speye(n-r1)));

/ Gleichungssystem lésen (F*m_Gl=wl), eine Lésung reicht aus,
/4 d.h. GLS muss nicht eindeutig zu losen sein
[sizewl ,sizem_Gl]l=size (F);
[QF, RF, EFl=qr (full(F));
/ F¥ EF = QF % RF , EF Permutationsmatric, (F orthogonale HMNatric,
Z RF - rechte obere Dreicksmatriz, Elemente diag (RF) fallend
J/ F = F * RF * dinv (EF)
/ QF * RF * anv(EF) *m_G1 = wl
/ RF * 4nv (EF) *m_G1 = (QF’ * wl, mt = 4nv(EF)*m_G1, wilt=0QF’ * wl
J RF * mt = wit
wlt=QF **wl;
rgRF=0;
for i=1:min(size(RF,1) ,size (RF,2))

if abs(RF(i,i))>schwellwert

rgRF=rgRF +1;

end

end

/ Reduziere das Gleichungssystem nun auf einen eindeutig 2zu
/ lésenden Teil. Die frei wdhlbaren Parameter werden "0" gesetzt
RFred = RF(1:rgRF, 1:rgRF);
witred = wit (1:rgRF);
if rgRF==0;
M_Gl=sparse(n-rl,rl);
else
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mtred= RFred\wltred;
mt=[mtred;sparse(sizem_G1-rgRF,1)];
m_G1=EF*mt ;

V4 Lésung m_G1 in Matriz H_G1 umschreiben
M_Gl=reshape (m_G1 ,n-r1,r1);
end

A/ Q1 konstruieren
if n==ri1
Qi(:,:,2)=Vi*[sparse(rl,n);-M_G1*S11*V1’;
else
Qi(:,:,2)=Vix[sparse(rl,rl), sparse(rl,n-rl);-M_G1#S1, speye(n-rl)]l*Vi’;
end;

Pi(:,:,2)=speye(n)-Qi(:,:,2);
DPiDm=D*Pi(:,:,1) *Pi(:,:,2) *Dm;
z=DPiDm(:) ;

Quelltext B.4: cal DPiDm_sing.m

B.5 cal DPiDm _t sing.m

Das Unterprogramm cal_ DPiDm_t_sing.m berechnet die Ableitung von DyPyP1 D, nach ¢.
nn

n

A% Hella Déring

4% Last Update: 14.10.2004

i

A% Version fir reguldren und singuldren Indez 0 oder 1
i

A% cal_DPiDm_t_sing berechnet Ableitung won DPiDm nach t
i

n

function DPiDm_t= cal_DPiDm_t_sing (daefile ,xfunction ,t,s_A,s_D,s_B,z0,...
threshold ,fid,level ,rank_vec ,argx ,varargin);
global rank_ok;
Atresh(1)=sqrt(eps);
tresh (1) =1;
t0=t;
[z]=numjac(’cal_DPiDm_sing’,0,t,z0,tresh,[]1,0,[]1,[],daefile,xfunction,...
t0,s_A,s_D,s_B,threshold ,fid,level ,rank_vec ,argx,varargin{:});
m=sqrt (length(z)) ;
DPiDm_t=reshape (z,m,m) ;
if rank_ok==
normvalue=norm(DPiDm_t ,1) ;
fprintf (fid,’\n¥%s\n\n’,[’norm (DPO...P1D-)’’ = > ,...
num2str (normvalue),’, 1 = ?,num2str (level-1)]);
if (normvalue ~= 0)
print_mat (fid,[’Chain level i: ’,num2str(level-1),...
’ DPO...PiDm’’ =’],DPiDm_t);
end ;
end;

Quelltext B.5: cal DPiDm t sing.m
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B.6 chain start sing.m

Das Unterprogramm chain_ start_sing.m ermittelt, auf Grundlage von Ay, Do und By, die
ersten Elemente der Matrixkette.

Vs

i

A% Hella Déring

A% Last Update: 10.07.2004

i

X/ Version fir reguldren und singuldren Index 0 oder 1

Vs

A% chain_start_sing ermittelt die ersten Elemente der Natrickette,
A% auf Grundlage won 4, D und B der reguldren bzw. singuldren DAE.

Ve

chain_start_sing calculates matriz chain components using the
matrices 4, D and B for regular and singular DAEs

function [U4d,Sigma,Sigma_m,VD,B,4,D,6_0,6G_Om,Am,Dm,r,m_0]. ..
=chain_start (daefile,y,z,t,s_4,s_D,s_B,threshold, fid,varargin);

daefile of structure f((d(z,t))’,z,t)=f(y,z,t)

Yy, ©, t are the parameters of f

s_4 - .true. analytic representation of df/dy=4,
.false. numerical calculation of 4

s_.D - .true. analytic representation of d d(z,t)/dz=D in daefile
.false. numerical calculation of D

s_B - .true. analytic representation of df/dr=B in daefile
.false. numerical calculation of B

threshold - all singular values < threshold are set to zero

(rank determination)
fid - file identifier

varargin - additional parameters of daefile
Output:

U4

Sigma = diag(sing. values of G_0)
Sigma_m reflezive generalized inverse of Sigma
VD

B = df/dz

4 = df/dy = U4 S4 V4’

D = d d(z,t)/dz D = UD SD VD’

G_0 = A*D = U4 * Sigma * VD’

G_0Om reflezive generalized inverse of 6G_0

Am reflexzive generalized inverse of 4

Dm reflezive generalized inverse of D

rank of Sigma

- free parameter in G_Om ( set to zero )

3 3
S

DR I I I e T T T TR I I R R R e R R R

function [UA,Sigma,Sigma_m,VD,B,A,D,G_0,G_Om,Am,Dm,r,m_0]...
=chain_start_sing (daefile ,y,x,t,s_A,s_D,s_B,threshold ,fid,varargin);

Y

/% Berechne A4, D, B, Dm und die zugehérigen SVDs

Yys

[A,D,B]= calc_A_D_B(daefile,y,x,t,s_A,s_D,s_B,varargin{:});
[m,n]=size (D) ;
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[k,1]=size (A);

D = maxn matreiz
4 =k zm (m=1) matriz

xR

J  SVD won 4, D

[UA,SA,VA] = svd(full(A));

[UD,SD,VD] = svd(full(D));

N UA*SA*V4° -4
[rA,next_sing_value]=rank_of_Sigma (SA, threshold ,fid);
[rD,next_sing_value]=rank_of_Sigma (SD, threshold ,fid);
SAsigma=SA(1:rA,1:rh);

SDsigma=SD(1:rD,1:rD);

X ﬁberprﬁfe korrekten Rang wvon 4 und D
if rA == rD
VAt=VA?’;
Hi=VAt(1:rA,:)*UD(:,1:xD);
H2=VAt (1:rA,:)*UD(:,rD+1:m);
H3=VAt (rA+1:m,:)*UD(:,1:xD);
S=SAsigma*H1*SDsigma;
[U,Sigma,V] = svd(S);
[r,next_sing_value]=rank_of_Sigma (Sigma, threshold ,fid);
if rA == r
m_O=sparse (n-r,k);
SAsigma_m=diag(1./diag (SAsigma));
/ Konstruiere Am
if m==r
Am=VA*[SAsigma_m ,sparse(r,k-r)]*UA’;
else
Am=VA*[SAsigma_m ,sparse(r,k-r) ;H3*(H1\SAsigma_m) ,sparse(m-r,k-r)]*UA’;
end ;

SDsigma_m=diag(1./diag (SDsigma));
m_D=m_0(:,1:r)*Sigma*V’*SDsigma_m;
/ Konstruiere Dm

if n==r
Dm=VD#[SDsigma_m ,SDsigma_m*(H1\H2)1*UD’;
else

HiH2=H1\H2;
Dm=VD#[SDsigma_m ,SDsigma_m*H1H2 ;m_D ,m_D*H1H2]*UD’;
end ;

UA(C:,1:rA)=UA(:,1:7A)*TU;
VD(:,1:rD)=VD(:,1:xrD)*V;

/ Berechne won G0 und GOm
G_0=UA*[Sigma,sparse(rD,n-rD) ;sparse(k-rD,n)]*VD’;
Sigma_m=diag(1./diag(Sigma));
if (n==r & k==r)
G_Om=VD*[Sigma_m]*UA’;
else if k==
G_Om=VD*[Sigma_m;m_OJ]*UA’;
else if n==
G_Om=VD*[Sigma_m, sparse(r,k-r)]*UA’;
else
G_Om=VD*[Sigma_m,sparse(r,k-r) ;m_0]*UA’;
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end;

else
rA
rD
SA
SD

end ;
else

end;
end ;

error(’chain_start_sing.m: A and D not proper - do not match’);

error(’chain_start_sing.m: A and D not proper - different rank?) ;

end;

Quelltext B.6: chain start sing.m

B.7 main_index sing.m

Das Programm main_index_sing.m gibt den Traktabilitdtsindex index und den Typ des

Indexes reg zuriick.

nn
nn
Ve
nn
nn
Ve
nn
nn
i
nn
i
nn
nn
nn
i
nn
i
i
nn
nn
i
i

Hella Doring

Last Update:

13.10.2004

Version fir reguldren und singuldren Index 0 oder 1

main_indexz_sing gibt den Traktabilitdisindezr = indez
und den Typ des Indexzes =

reg (singuldr oder reguldir) zurick

Eine genaue Beschreibung des Algorithmuses, insbesondere der
Konstruktion des Projektors (1, findet sich in der 2ugehdrigen
Diplomarbeit won Hella Déring - Oktober 2004

dabetr bedeuten die KHerte wvon reg
singuldrer Indez
reguldrer Indecz

] W RO

5

unbekannter Typ,
DAE ist singuldr,

Indexz ist grofler 1 oder ezistiert nicht
Indexz ist grofler 1 oder exzistiert nicht

es ist kein Index defintert, da fir die DAE kein zuldssiger

Projektor {1
FEHLER

ezistiert

/ Shared Parameter Version for matlab program main_indezx

function [index, regl=main_index_sing (daefile ,t,xfunction ,argx,varargin)

/ read the actual parameter version from the binary files
load parameter_mainconsi threshold;
load parameter_general print_level s_A s_D s_B s_log;

fid=file_open_date (daefile);
fprintf (fid,’%s\n’,headline (daefile));

given_index=-1;

[ok,index,regl=matrix_sequence_sing (daefile ,xfunction ,t,s_A,s_D,s_B,...
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given_index ,threshold ,fid,0,argx ,varargin{:}) ;

/ Ausgaben
if print_level>0

index
switch reg
case 0
textreg = ’singuldrer Index’;
case 1
textreg = ’reguldrer Index’;
case 2
textreg = ’unbekannt , groffler 1 oder existiert nicht. G_i ist quadratisch
.7
case 3
textreg = ’singuldre DAE, Index ist unbekannt, gréfler 1 oder existiert
nicht. G_i ist nicht quadratisch.’;
case 4
textreg = ’nicht definiert’;
otherwise
textreg = ’FEHLER’;
end

dispreg= [’Traktabilitdtsindex der DAE: ’, textreg];
disp (dispreg);
end
if print_level==
fprintf (fid,’\n Traktabilit&tsindex der DAE: s %i’, textreg, index);
end

/ for the creation of mainindez -logfile

A ——
if (s_log == 1 & print_level == 2)
logmainindex=[daefile,’_’,date,’.log’];
log_parameter_mainindex(logmainindex);
end;
/ delete the logfile if switch s_log==0
fprintf (?
————————————————————————————————————————————————————————————————————— \n?);
fprintf (’END OF main_index ... The following logfiles have been created:\n’);
if (s_log == 1 & print_level == 2)
fprintf (’from main_index: %s\n’,logmainindex) ;
else
fprintf (> NO logfiles’);
end;

file_close_date (fid) ;

Quelltext B.7: main_index_sing.m
B.8 matrix sequence sing.m

Das Unterprogramm matriz_ sequence_ sing.m ermittelt die weiteren Elemente der Matrixket-
te. Bei der Konstruktion von Q; werden die Bedingungen fiir singuldren Traktabilitdtsindex
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bertiicksichtigt.

Ve

e

4% Hella Diéring

A% Last Update: 13.10.2004

e

A% Version fir reguliren und singuldren Index 0 oder I

Ve

A% matriz_sequence_sing ermittelt die Elemente der MHatrizkette
/% unter Beriicksichtigung der Bedingungen fir singuldren Indez
Ve

A% zurickgegeben werden der Traktabilititsindez = indez

A% und der Typ des Indezes = reg (singuldir oder reguldr) zurick
e

/% dabei bedeuten die Werte won reg

A% 0 - singuldrer Indez

A% 1 - reguldrer Indec

A% 2 - unbekannter Typ, Indexz ist gréfer 1 oder exzistiert nicht
A% 3 - DAE ist singulir, Indez ist grofer 1 oder existiert mnicht
A% 4 - es ist kein Indez definiert, da fir die DAE kein zuldssiger
il Projektor {1 ezistiert

A% &5 - FEHLER

ESTER IR IR e T e T T T e T T T T T T T T I I T

Hh

matriz_sequence_sing determines the indez of a (singular or regular)
DAE (of index 0 or 1) described in the routine daefile

function [indez,reg]=matriz_sequence_sing (daefile,zcfunction,t,s_4,...
s_D,s_B,threshold, fid,argz,varargin);

daefile of structure f((d(z,t))’,z,t)=f(y,z,t)

zfunction - ©(t), where its parameters are the first argz parameters
in varargin
t - timepoint
s_4 - .true. analytic representation of df/dy=4,
.false. numerical calculation of 4
s_.D - .true. analytic representation of d d(z,t)/dz=D in daefile
.false. numerical calculation of D
s_B - .true. analytic representation of df/dz=B in daefile
.false. numerical calculation of B
given_index - reduces the computation <f you give the known indezx
-1 - check of the indez (default)
k - i2nteger wvalue of the given index
threshold - all singular values < threshold are set to zero

(rank determination)
fid - file identifier

canPro - logical: if 1(true) calculation of canonmical projector
(for indez 0, 1 and 2 only)

argz - number of parameters of zfunction in wvarargin

varargin - additional arguments of zfunction and daefile

unction [ok,index,reg,A,R,D,rankD,BO,Dm,Q0,P0,W0,DP1,rankDP1 ,Wl,...

rankWl ,U,state]l=matrix_sequence_sing (daefile ,xfunction ,t,...
s_A,s_D,s_B,given_index,threshold,fid,canPro,argx,varargin);

ok=1;

y=

cal_dxtprime (daefile ,xfunction ,t,argx,varargin{:});

x=feval (xfunction ,t,varargin{l:argx});

[Ui_tilde,diagSi,Sim,Faci,BO,A,D,Gi,Gim,Am,Dm,dim,m_i]=chain_start_sing...
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(daefile,y,x,t,s_A,s_D,s_B,threshold ,fid,varargin{argx+1i:end});

A/ Schwellwert, wird benétigt, um den Rang festzustellen.

X% D.h. hier wird festgelegt, ab wann ein Wert als Null angesehen wird

X/ eps ist ungefihr 2¥10°-16
schwellwert=10*eps; / bisher ausreichend

/4 schwellwert=0; Xdas ganz wird so aufler Kraft gesetzt

I/ mnormschwelle: eine MHatriz, deren Norm kleiner ist, soll als
A/ Nullmatriz betrachtet werden
normschwelle = 100*threshold;

tnitialization of vector with the ranks of the different levels

AT TR

rank_vec=[dim];

X

mS=m_i(:,1:dim)*diagSi;

X

X storage of V_D for later use (computation of rank DP_1)
X

V_D=Faci;

7

Z how to compute the matrices - numerisch oder analytisch
7

text=’ (computed ’;
num=’numerica11y)’;
ana=’analytically) ’;
if s_A

textA=[’A’,text ,anal;

else

textA=[’A’,text ,num];
end;
if s_D

textD=[’D’,text ,anal;
else

textD=[’D’,text ,num];
end;
if s_B

textB=[’B’,text ,anal;
else

textB=[’B’,text ,num];
end;

print_mat (fid,textA ,A);
print_mat (fid,textD,D) ;
print_mat (fid,textB,B0);

Z

Ve calucation of R
Z

R=Amx*A;

rankD=dim;

A% reg ist wariable, die anzeigt, welchen typ die dae hat:
reg=5;

index=-1;
n=size (D,2);
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X
us 4 print of rank
Z
fprintf (fid,’\n%s\n’,[’Rank of Oth level (GO):’,num2str (dim)]);
Z
k=size (A,1);
120
A% G0 quadratisch und reguldr? Dann reguldrer Indez 0
if (dim==n & k==n) | given_index ==
Jdisp(’index = 07);
fprintf (fid, ’\n¥%s\n’,’index = 0’);
125 index=0;
reg=1;
else
XX/ hier werden spiter alle Pi und {i und Wi gesichert
Pi=zeros(n,n,n);
130 Qi=zeros(n,n,n);

Wi=zeros(n,n,n);

JIINY zundchst brauchen wir PO und {0

[Pi(:,:,1),Qi(:,:,1)]1=P_and_Q(Gi,Gim);
135 print_mat (fid,?> Q0 =°,Qi(:,:,1));

PO=Pi(:,:,1);

Q0=Qi(:,:,1);

41 Berechnung wvon (I
140 GO=Gi(:,:,1);
BOQO=BO*QO0;
normtest=norm (B0OQO ,1) ;
fprintf (fid,’\n Norm von BO#*Q0= Je \n’,normtest);
G1=G0+BOQO;
145
1% sing. Indexz 0°?
if normtest < threshold
index=0;
reg=0;
150 else
G01=[G0;G1];
rO0Ol=rank (GO1) ;

A% Nur zur Information
155 if rO01l==n
fprintf (fid, >NO geschnitten N1 = 0 \n?’);
else
fprintf (fid,’NO geschnitten N1 ist nicht 0 \n?’);
end;
160
A% SVD won (1
print_mat (fid,’G1=’,G1);
[Ul, Sigmal, Vil=svd(G1l);
rankSl=rank_of_Sigma (Sigmal ,threshold ,fid);
165 S1=Sigmal (1:rankS1,1: rankS1);
[r1l,next_sing_value]=rank_of_Sigma (S1,threshold ,fid);
S1_m=diag(1./diag(S1));

A/ Index 1 (sing. und reg.)?
170 if (k==n & ril==n)
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index=1;

reg=1;
else
/% Stelle Bedingung sicher, dass {1 so konstruiert wird, dass
/% Bedingung fir sing. T-indez 1 erfillt ist
E=kron(Q0’*V1, QO*V1)-kron(QO’*V1,V1);
A% Aus E kann jetzt jede i#*n+j-te Spalte geldscht werden,
A% mit i=0..n-1, j=1..n-71.
A% Das Ergebnis wird dann in G und H gesichert.
A% Dann ist G*¥ wvec(-m_G1 S51) = H¥w=uwl.
i
G=E(:,r1+1:n);
H=E(:,rl1*n+ri+1:ri%n+n);
W=speye(n-r1l);
w=-W{(:);
if ri>1
for i=1:(r1-1)
G=[G, E(:,i*n+r1+1:i*n+n)];
end ;
for i=rl+1:n-1
H=[H, E(:,i*n+r1+1:i*n+n)];
end ;
end;
wl=H*w;
F=G*(kron (-S1,speye(n-r1)));
[sizewl ,sizem_Gl]=size (F);
[QF ,RF ,EF]l=qr (full(F));
/ F¥ EF = QF % RF , EF Permutationsmatric, (F orthogonale HMNatric,
V4 RF - rechte obere Dreicksmatricz, Elemente diag (RF) fallend
/ F = F * RF * 4inv (EF)
/ QF * RF * anv(EF) *m _G1= wl
/ RF * 4nv(EF) *m_G1 = QF’ * wl, mt = 4nv(EF)*m_G1, wit=QF’ * wl
J RF * mt = wit
wilt=QF >*wl;
rgRF=0;
for i=1:min(size(RF,1) ,size (RF,2))
if abs(RF(i,i))>schwellwert
rgRF=rgRF+1;
end
end

/ Reduziere das (Gleichungssystem nun auf eindeutig zu ldosenden Teil:
/ dazu werden frei zu wdhlende Parameter "0" gesetzt und getestet ob
/ eine Losung dazu exzistiert
RFred = RF(1:rgRF, 1:rgRF);
witred = wit (1:rgRF);
/ Lésung méglich ?
test=0;
if rgRF< sizewl
for i=rgRF+1:sizewl;
if abs(wlt(i))>schwellwert
test=1;
end
end
end;
if test~=0 Jkeine Lésung
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fprintf (fid,’Es gibt kein Q1, welches die Bedingung erfiillt, es ist
kein T-index definiert. \n?’);
disp(’Es gibt kein Q1, welches die Bedingung erfiillt, es ist kein T-
index definiert. \n?’);
reg=4;
else Jeine Lésung
if rgRF==0;
M_Gl=sparse(n-rl,rl);
else
/ RFred ist reguldr.
mtred= RFred\wltred;
mt=[mtred;sparse(sizem_G1 -rgRF ,1)];
m_G1=EF*mt ;
M_Gl=reshape(m_G1l ,n-rl,r1);
end
if n==ril
Qi(:,:,2)=Vix*[sparse(rl,n);-M_G1*S1]*V1’;
else
Qi(:,:,2)=Vix*[sparse(rl,rl), sparse(rl,n-rl);-M_G1*S1,
speye(n-r1)]*V1’;
end ;
rank_vec=[rank_vec, rank(G1l)];
Pi(:,:,2)=speye(n)-Qi(:,:,2);
DPiDm=D*Pi (:,:,1) *Pi(:,:,2) *Dm;
level=2; Jweil B1 fir die Berechnung von G2 gebraucht wird
prodPi=Pi (:,:,1);
[B_1,0k_B1]=Bi_calc_sing (level,B0,G1,D,Dm,prodPi ,Pi(:,:,1),...
DPiDm,daefile ,xfunction ,t,s_A,s_D,s_B,threshold,fid,...

255

275

/ Falls B1#{1 Null

rank_vec ,argx ,varargin{:}) ;

print_mat (fid,’B_1’,B_1);

B1Q1=B_1*Qi(:,:,2);

normtest=norm(B1Q1,1);

fprintf (fid,’\n Norm von B1#Q1l= %e \n’,normtest);
print_mat (fid, ’B1*Q1°,B1Q1);

tst,

dann ist die DAE singuldr mit Indexz 1;

/ sonst ist der Index hoher oder exzistiert nicht.
k==n <st reguldrer Indez méglich.
if normtest < normschwelle

/ Falls

index

reg=0;
else

index

=1;

=_1;

if k==n

reg=2
end;
end ;

end

end;
end;
end;

Quelltext B.8: matrix sequence sing.m
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